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当前 ， 一 听 到 数学 就 头痛 的 仍 大 有 人 
在 。 

本 忆 是 特意 写 给 这 些 人 的 一 本 趣味 数 
学 。 

数学 为 什么 被 有 些 人 祝 如 蛇 旭 、 望 而 
生長 2 

炒 字 还 可 以 ， 一 旦 遇 到 数学 式 ， 有 些 
人 就 头 异 脑 腾 、 不 知 所 描 。 你 有 过 这 样 的 
体验 哆 ? 

本 书 作者 酒 尽 全 力 。 尽 量 通俗 易 懂 地 
讲解 数学 式 。 请 大 家 阅读 2~ 3 页 试 试看 。 

在 学 校 学 习 时 ， 对 一 些 似 黎 非 懂 、 甘 
明 其 牙 的 数学 式 ， 有 的 同学 自作 聪明 ， 好 
慷 完 全 明白 了 ， 甚 至 还 说 ;: “ 啊 ! 是 的 。” 
其 实 ， 复 年 充 数 、 不 求 甚 解 桓 误 事 的 例子 
是 不 胜 裤 举 的 。 

当然 ， 和 文字 叙 迄 一样。 数学 式 也 应 
仔细 阅读 。 为 此 ， 府 劝 大 家 务必 通读 数学 


i 


式 ， 清 楚 弄 懂 其 中 的 来 龙 去 脉 。 

在 电车 里 或 等 待 恶 人 的 时 外， 最 好 抽 
时 间 一 点 一 点 地 阅读 。 不 管 怎么 说 ， 挤 时 
间 看 书 是 对 阅读 能 力 的 一 种 训 缘 。 

当 你 在 众 目 蚂 蚂 下 看 这 本 书 时 。 周 围 
”的 人 们 会 汶 佩 地 精 想 : “ 毫 不 费力 地 阅读 
这 么 困难 的 书 的 人 ， 大 概 是 位 了 不 起 的 人 
物 吧 !” 

如 果 还 没有 意中人 ， 灌 读 此 书 会 使 
你 萌生 爱情 而 蛙 入 情 两 。 

如 果 以 此 书 中 部 分 内 容 为 话题 ， 穿 揪 
在 同 会 时 的 恋情 说 爱 中 ， 对 方 也 许 会 认为 
你 是 一 位 文 质 融 形 的 秀才 呢 。 

德国 数学 家 高 斯 曾 以 “数学 王子 ”和 
现今 磁卡 时 代 芮 基 人 而 闻名 子 世 ， 他 说 
过 : “数学 进展 与 国家 的 葡 荣 昌盛 息 息 相 
类。” 由 此 可 见 ， 发 展 数学 对 社会 的 影响 
十 分 深远 。 

大 家 不 要 错过 浏览 世界 奇 绩 的 挑战 。 

最 近 ， 在 日 本 ， 大 人 和 孩子 们 都 热衷 
于 看 漫画 ， 赵 来 越 多 的 人 不 再 看 疼 学 书 
了 。 这 实在 是 件 令 人 址 婴 的 事情 。 

也 不 能 说 漫画 就 不 好 。 作 考 本 人 一 直 
认为 漫画 真是 好 极 了 。 实 际 上 ， 为 到 得 美 
国 汽车 驾驶 执照 的 教科 书 就 是 采用 通俗 易 
懂 的 漫画 形式 编写 的 。 

加 年 前 ， 日 本 庆 应 大 学 教授 、 数 学 
家 田 岛 一 邮 先 生 兽 对 作者 说 迁 : “如 果 教 


科 书 能 用 洒 画 编写 ， 孩 子 们 一 定 会 更 努力 
地 用 功 学 习 。” 

数学 是 科学 技术 的 基础 。 尽 管 数 学 非 
常 重 要 ， 和 但 有 人 却 常 以 “ 难 学 ”或 “ 难 
异 ” 为 异 口 ， 对 数学 数 而 远 之 。 

这 是 否 因 为 人 们 不 习惯 的 数学 术语 太 
多 或 者 因为 数学 是 一 个 一 个 逻辑 思维 堆砌 
的 学 问 呢 ? 

但 是 ， 反 过 来 也 可 以 认为 ， 数 学 就 像 
上 楼 登楼 梯 ， 必 须要 一 阶 一 阶地 元 登 ， 这 
样 就 不 难 理解 数学 不 是 高 不 可 侈 的 。 

例如 ， 从 一 层 登 上 二 层 楼 ， 从 二 晨 青 
登 上 三 层 楼 …-… 这 样 逐 技 攀 登 得 越 商 ， 局 
围 景 物 就 见得 越 广 ， 如 采 在 超 高 层 建 筑 的 
展望 台 登 高 又 望 ， 还 能 看 到 远 处 的 玖 景 ， 
甚至 360? 全 景 玖 驶 犹如 毛 云 见 日 ， 也 可 尽 
混 職 療 。 

同样 ， 也 可 以 认为 数学 是 循序 渐进 、 
严 说 扎实 的 科学 。 从 这 一 点 来 看 ， 数 学 也 
许 是 最 完美 的 学 问 之 一 。 

对 加 法 演算 感到 难以 应 付 的 小 学 生 ， 
升 入 高 中 学 习 数 烈 之后， 就 能 立刻 简单 地 
算出 1 到 100 的 自然 数 之 和 ， 即 正 整 数 之 
和 为 5050。 

还 有 ， 关 于 椭 国 面积 以 及 酒 枯 状 曲面 
面积 的 计算 ， 利 用 积分 公式 存 几 分 钟 其 至 
教 十 秒 钟 以 内 就 可 迅速 得 出 答案 。 

值得 一 提 的 是 ， 有 些 不 以 数学 为 职业 


的 人 们 ， 也 总 起 掌握 点 几 高 中 数学 知识 。 

本 书 是 为 高 中 生 和 不 能 自如 运用 高 中 
数学 的 读者 而 写 ， 书 中 内 容 解 说 谨慎 详 
细 、 通 俗 易 殿 。 在 现实 社会 中 ， 需 要 数学 
判断 的 事情 之 多 是 很 难 意料 的 。 

实际 上 ,日常 生活 丰 富 多 彩 ， 一 旦 通 
到 集合 、 误 差 、 概 这 、 统 计 等 各 式 各 样 的 
数学 问题 ， 也 许 你 自己 会 不 知 不 觉 地 在 实 
践 中 运用 这 些 数学 知识 。 

当今 社会 虽然 不 是 万 能 的 时 代 , 但 
在 已 进入 信息 和 高 科技 的 今天 ,偶尔 翻 开 
数学 书 起 想 怎 样 继 续 提高 现代 数学 基础 也 
是 很 有 意 又 的 。 

还 有 。 回 想 中 学 时 学 过 的 数学 ， 置 身 
于 抽象 世界 ， 这 对 促进 头脑 反应 或 提高 教 
学 判断 能 力 不 是 很 有 益处 的 吗 ? 

为 此 ， 本 书 首先 从 数 的 诞生 开始 ， 再 
讲 到 认 烧 、 复 数 ， 尤 其 以 奇妙 的 复数 为 核 
心 ， 穿 插 不 同时 期 与 相关 数学 家 的 生平 
事 绩 ， 汇 总 写成 这 本 趣味 数学 读物 。 

如 果 原 来 你 厌 这 数学 ， 本 书 定 会 使 你 
喜欢 上 数学 。 

了 最后， 将 频数 因 有 的 一 些 标 奇 立 异 的 
性 质 作为 虚数 的 七 个 奥秘 归纳 如 下 。 

(1) 六 = -1， 即 出 现 了 平方 为 摧 的 i 

(2) 虚数 是 没有 大 小 关系 的 数 ; 

(3) 共 瑟 复数 之 和 有 玉 其 乘积 均 为 实 
教 ; 


(4) 局 值 只 有 4 个 ， 并 可 有 反复 变 撞 为 
1。 —1, i, — 3 

(5) 王 可 视 为 复 教 平面 上 的 1 个 点 ; 

(6) (cos9+ ising) = cosmg + sem の 時 
三 角 画 教 值 的 叶 次 方 寨 可 转化 为 相应 四 
角 的 器 倍 ; 

(7) e ニー1。 e, rr i 之 间 是 三 角 
恋 (-1) 关系 。 也 就 是 说 ,无理 数 的 
| (无 理 数 ) x (虚数 )| 次 方 塞 为 实 教 。 
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追踪 数 的 诞生 过 程 


S1.1 怎样 "一 一 对 酉 " 


这 里 不 诗 论 达尔 文 进 化 论 , 但 近 半 个 世纪 以 来 ,人 
们 感到 网 出 生 的 村 儿 变 化 很 大 。 笔 者 小 时 候 那 个 年 
代 , 于 几 降 生 后 ,手指 总 是 弯曲 着 ,并 把 小 源头 所 得 紧 
紧 的 。 这 样 手掌 器 染 漂 疹 ,为 此 必须 笠 开 各 儿 举 头 ,在 
掌心 放 些 脱脂 棉 才 行 。 

可 是 ,最 近 儿 年 却 不 同 ,初生 竖 交 往往 都 张 开 小 
手 ,并 可 看 清 遇 儿 红叶 般 的 5 个 小 指头 。 

还 有 , 近 些 年 来 幼儿 语言 也 多 起 来 了 , 教 小 孩 数 数 
也 简单 省 事 了 ,但 在 半 个 世纪 之 前 ,给 小 车 糖果 之 类 的 
东西 时 就 说 :给 你 工 个 " ,车 给 孩子 2.3 块 粮 就 说 :“ 给 
你 多 多 啦 " 等 牙 气 十 足 的 话 。 

总 而 言 之 ,幼儿 领会 1 个 和 很 多 个 的 区 嘲 贾 慑 些 。 

翻 开 数 学 史书 可 以 发 现 ,很 多 土著 人 只 能 区 分 1 
个 和 很 多 个 。 有 关 这 方面 的 趣事 ,还 留 有 各 种 传说 。 

为 了 交换 宝石 和 子弹 ,有 位 白人 问 道 :“10 里 子弹 
换 10 块 宝石 , 想 换 吗 ?9 "对方 的 土著 居民 脸色 一 变 说 ， 
“不 ,不行 1”, 但 若 一 个 一 个 地 交换 , 换 多 少 次 都 行 。 

不 知道 数 和 数字 的 人 们 ,在 交换 狗 虽 时 只 知道 1 
颗 子 弹 换 一 块 宝 石 , 即 “一 一 对 应 ”地 交换 。 

稍微 抽象 化 一 点 ,不 管 什么 物 史 都 行 ,就 有 14,B， 
C,…| 和 {a,5b,c,-…| 两 组 集合 。 

这 里 ,| 1 是 集合 符 号 。 

如 图 1-1 所 示 , 当 ha, Bb, Ce*… 那 样 一 个 4 对 应 
一 个 &, 一 个 B 对 应 一 个 58, 一 个 C 对 应 一 个 c 时 ,这 
种 关系 则 称 之 为 "一 一 对 应 ”。 
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图 1-1 “一 一 对 应 "示意 图 


例如 ,世界 上 每 个 国家 都 有 一 面 自己 的 国旗 , 因 
此 ,一 面 国旗 就 对 应 一 个 国家 。 

这 样 一 来 ,不 仅仅 是 子弹 和 宝石 ,人 们 使 用 的 各 种 
物件 者 有 各 自 “一 一 对 应 "的 种 种 关系 。 

还 有 ,土著 居民 的 首长 ,每 天 早上 让 人 们 去 田 里 干 
活 ,并 让 每 人 放 一 块 举 头 大 的 石头 再 走 。 傍 晚 由 地 里 
干 活 回来 的 人 拿 一 块 石头 换 一 份 食物 ,石头 全 部 拿 光 
了 ,就 确认 当天 早上 出 工 的 人 全 都 回来 了 。 

与 此 相同 的 故事 还 有 ,饲养 很 多 羊 的 土 着 居民 , 清 展 
外 出 放 较 羊 群 时 ,放出 多 少 只 羊 出 图, 就 在 大 树干 上 刻 
划 多 少 个 记号 。 和 傍晚 , 羊 群 妇 圈 时 ,再 谨慎 地 按照 早 展 
刻 在 树 于 上 的 记号 用 手指 逐一 地 对 照 检查 。 者 树干 上 
的 记号 与 羊 的 数目 相同 ,说 明 归 栏 羊 数 与 出 栏 羊 数 相同 。 

这 确实 是 “一 一 对 上 应" 的。 

这 桩 的 故事 ,也 有 的 作为 宽 言 在 世界 各 地 广泛 流 
传 。 


$1.2 绚 提 记 数 


众所周知 ,在 没有 货币 之 前 ,一 切 物 昌都 是 交换 
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的 。 也 就 是 说 ,从 制作 物 曲 或 占有 物品 的 人 手中 ,通过 
交换 下 过 渡 到 使 用 或 食用 人 手 里 ,并 依靠 交换 取得 赖 
以 生存 而 自己 却 没 有 的 东西 。 

远古 时 代 , 在 南美 印加 之 国 出 现 了 用 绳 扣 表 示 数 
的 绳 扣 记 数 方法 。 

如 图 1-2 中 所 示 , 不 局 的 绳 扣 节 代 表 不 同 的 数 
虽 。1 个 绳 扣 节 代表 “1”,2 个 绳 扣 节 代表 “2”…… 古 时 
候 印 加 人 采用 的 就 是 这 种 表示 数目 的 方法 。 


画 1-2 强 扣 记 数 示意 图 


强 扣 不 仅仅 是 可 数 数 的 计数 方法 ,并 且 也 能 起 到 
记录 数 的 作用 。 

在 印加 帝国 , 绳 扣 有 数字 的 作用 。 也 就 是 说 , 绳 扣 
是 数 词 以 外 的 代用 数字 。 

实际 上 ,除了 绳 扣 记 数 外 ,也 使 用 手指 、 圆 木 等 表 
示 数 目 。 

据说 ,也 有 使 用 动物 和 植物 记 数 的 。 例 如 ,美洲 虎 
的 头 表 示 “1”" ,展开 翅膀 的 蔓 表 示 “2”, 柴 首 落 的 叶子 表 
示 “3”, 家畜 代 表 “4” 等 表示 方法 。 

热带 新 几内亚 部 落 的 人 ,规定 左手 小 手指 代表 
“1” ,无 名 指 代表 “2" ,中 指 代表 "3"…… 同 时 ,用 右手 指 
向 左手 手指 的 相应 部 位 , 则 可 准确 无 疑 地 知道 该 数 。 

4 


图 1-3 手指 等 记 数 示意 男 


$1.3 村 (01 和 印度 .阿拉 他 
数字 的 发 明 


计算 时 所 使 用 的 数字 1,2,3,… 被 称 为 阿拉 伯 数 
学 。 其 实 , 这 并 不 是 阿拉 伯 人 发 明 的 ,实际 上 是 审 度 最 
早 发 明 , 后 经 阿拉 伯 人 传播 到 欧洲 。 

为 了 缅 怀 印度 数学 家 对 数字 创业 的 艰辛 功绩 , 算 
用 数字 现在 被 称 为 印度 ' 阿 拉 估 数字 。 

很 壮 幅 ,由 中 国 传 入 日 本 的 汉字 中 没有 日 本 人 由 
己 的 数字 。 但 是 , 数 烤 从 远古 时 代 起 就 是 日 常生 活 中 
小 不 可 少 的 部 。 

避 本 有 固有 数 词 的 计数 方法 { 从 略 )》 和 记录 数 的 记 
数 法 。 目 前 日 本 仍 在 使 用 表示 1,2,3,… 和 一 ,二 ,三 ， 
ko 计数 的 方法 , 称 为 记 数 法 。 

强 扣 记 数 是 古代 印加 帝国 的 记 数 方法 ,而 目前 在 
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日 本 多 写 有 了 四国 数 宰 ( 一 , 二 , 三 , 四 。 五 。 六 , 直 , 入 , 
九 ,十 ) 和 算 用 数字 , 即 印 度 * 阿 拉 伯 数字 ,简称 河 拉 伯 
数字 (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10), 从 而 使 蔡 写 数字 和 数 
数 ,甚至 在 协 雅 园 都 已 是 简单 可 行 的 。 

最 近 , 由 于 电脑 , 即 电 子 计 算 机 的 迅速 发 展 ,我 想 
大 家 对 2 进 制 和 2 进位 数 之 类 术语 都 经 常 有 耳闻 吧 。 

进位 制 (m 进 制 ) 是 什么 ? 让 我 们 稍微 说 一 下 。 

古代 人 数 数 是 件 若 差 使 。 一 只 竹 有 5 个 手指 , 因 
此 ,最 早 开 始 用 5 个 手指 头 数 数 是 5 进 制 。 

食指 当 作 “1”, 食 指 和 中 指 当 作 “2”, 但 类 人 猿 进化 
之 初 ,手指 能 否 一 个 一 个 地 灵活 弯 册 还 是 个 问题 。 

但 是 ,可 以 认为 ,手指 和 脚 指 同样 都 能 够 抓 住 东 
西 。 这 就 像 动 物 园 中 的 猴子 等 动物 一 样 , 手 和 胞 都 能 
喘 活 地 揪 住 树枝 。 

由 此 可 以 想像 ,研究 动物 行为 和 进化 论 的 专家 或 
许 也 不 知道 仿 出 中 指 为 1 或 弯 册 1 个 指头 为 1, 还 是 用 
右手 朝向 左手 的 1 个 插 指 头 为 1o 

但 是 ,用 一 只 手 的 5 个 指头 是 否 就 认为 不 是 表示 
由 1 到 5 里 面 1,2,3,4,5 的 数 呢 ? 


§1.4 数 起 源 于 5 进位 的 数 


居住 在 中 美洲 的 玛雅 部 落 , 大 约 在 450 年 前 就 已 
衰败 灭亡 了 。 但 是 ,玛雅 部 落 所 使 用 的 数字 却 一 直 沿 
用 至 今 ,如 图 1-4 所 示 。 

一 看 便 知 这 些 数 字 是 5 进 制 ,所 以 玛雅 数字 是 5 
进位 的 。 据 说 , 力 代 表 女 性 ,mm 代表 男性 。 

可 是 ,也 有 人 说 ,在 玛雅 部 落 中 以 20 为 单位 ,使 用 
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DL トス 】 し ミス 】 ese mm 

i 2 3 4 5 

7 “TT Ss —— 

6 7 3 9 10 

国 1-4 玛雅 数字 
20 进位 的 数字 ,但 这 个 问题 目前 一 直 未 搞 清 苞 。 
还 有 ,十 希腊 用 希腊 字母 表示 数 。 也 就 是 说 ,a 表 

示 1 表示 2 表示 3,$ 表 示 和 キー…… 


尔后 ,又 有 S 进 制 和 10 进 制 ,图 1-5 给 出 的 是 5 
进位 希腊 数字 。 


PPI PWMA 


此 外 ,罗马 数字 是 既 有 5 选 制 双 有 10 进 制 的 数 
字 , 如 图 1-6 所 示 。 


1 2 3 4 5 1 了 8 9 10 
timmyvvvivi VI X 
I xim xim XV XX xy 
30 40 50 69 90 100 200 500 1 
xXx XL LIX XCCCCDM 
图 1-6 罗马 数字 

罗马 数字 三 也 写作 KW ,而 VIEL 也 写作 到 。 在 钟表 

表 副 上 ,这 些 罗 蕊 数字 至 今 一 直 沿 用 着 。1990 年 的 罗 
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马 数 字 写 为 MCMXC 年 。 


自古 以 来 ,日 本 人 就 用 称 为 算 筹 的 炬 形 长 木片 表 
示 数 ,如 图 1- 了 7 所 示 。 


1 6 Bl, OB， 
WW WW 


图 1-7 呈 本 古 时 仍 的 算 筹 示 数 


咽 外 ,与 我 们 使 用 的 阿拉 伯 数 字 一 样 , 包 比 它 疙 有 形 
数字 也 是 10 进位 数字 ,如 图 1-8 所 示 。 


1 2 3 4 5 6 7 [1 9 1⑩ 
图 1-8 区 区 企 櫻 形 数 字 


图 1-8 中 数字 是 将 摊 上 成 平板 状 的 著 黄 土 ,用 校 角 
状 木 棒 雕 刻 成 入 字形 。 

此 外 ,埃及 数字 也 是 10 进位 数字 ,从 中 国 引进 的 
麻将 牌 上 ,至 今 依然 沿用 古 埃 及 数字 ,如 图 1-9 所 示 。 


1 2 3 4 oi 20 7 0 9 10 
MM 8 
图 1-9 古 玖 用 数 字 


日 本 现在 所 使 用 的 中 国 汉字 中 的 数字 ,当然 也 是 
10 进 制 的 ,如 图 1-10 所 示 。 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

一 二 三 四 五 六 七 人 入 九 十 


图 1-10 中 国 数 字 


$S1.5 为 什么 使 用 12 进 制 和 60 进 制 


除 10 进 制 和 5 进 制 以 外 ,日 常生 活 中 也 还 使 用 12 
进位 数 和 60 进 制 数 。 

12 进 制 数 , 即 自古 以 来 所 使 用 的 2 进位 数 。12 
里 面 含有 1.2,3,4.6,12 共 6 个 约 数 , 而 且 分 配 物 品 
时 , 约 数 越 多 分 配 越 方便 。 实 际 上 ,这 与 公元 前 以 来 
喜 , 志 ,… 这 种 分 数 概念 发 展 是 很 有 关系 的 。 

分 数 早 在 公元 前 就 有 了 , 面 小 数 是 在 有 了 阿拉 从 
数字 之 后 不 久 才 发 现 的 比较 新 的 数 。 所 以 小 数 是 10 
进 制 数 , 邑 10 进位 数 。 

事实 上 ,小 数 概念 是 1585 年 荷兰 一 位 叫 西蒙 "斯 
实 文 (1548 年 左右 ~ 1620 年 左右 ) 在 他 的 著作 中 最 先 
发 表 的 。 也 就 是 说 ,小 数 的 发 现 距 今 大 约 只 400 年 。 

继 小 数 之 后 ,印度 最 先 采 用 了 大 的 数 ( 关 1 的 数 ) 
和 小 的 痢 ( 呈 1 的 数 》, 其 单位 的 印度 命名 列 于 表 1- 1。 
表 中 数字 当然 为 10 进位 数 。 

表 1- 1 中 ,10 =100,10 = 1000,10: = 10000,…， 
而 10 肩 上 的 小 写 数 字 称 之 为 指数 ,最 初 只 表示 自 乘 次 
数 。 

可 是 ,后 来 对 指 救 的 约 案 改变 了 。 指 数 不 仅 仅 表 
示 自 乘 的 正 整 数 次 数 , 它 也 可 为 小 数 、 分 数 、 负 数 等 等 。 

这 一 点 简单 说 明 如 下 。 对 负 的 指数 而 言 ， 


表 1-1 单位 的 印 榨 命名 


大 遇 (=1 け 数 小 的 (二 由 数 
中 文 名 称 数值 中 支 名 称 数值 
一 1 一 1 
一 1 
十 1 分 0 十) 
-2{ 1 
百 1 屋 w-( 志 ) 
和 〒 1W 3 10-3 
万 IW 10-* 
に 10-3 
亿 
交 微 10-“ 
" 纤 10-? 
京 10% 沙 10-s 
车 0 の 人 10" 
称 10% 埃 jo-™ 
1 10m 4 10-" 
漢 10-2 
沟 10% 
門 模 新 10°3 
1 直志 10°™ 
正 10% 须 史 10-5 
效 10% 联 塌 10-% 
概 10% 弹指 10°™ 
便 河 沙 10% 弟妹 10 9 
六 德 LU 
[sh 10% 
那 由 他 om 生 wo 
1 空 10- 
不 可 思议 1 門 10-2 
无 量 大 数 | 10 | 和 10-2 
从 而 ec- "= 二 
a 


下 面 再 来 看 看 ,指数 为 分 数 各 小 数 的 情况 。 
i104 = 10° = V10, 
10 


从 而 a* =Vg。 所 以 103 = げ 10 

以 上 所 列举 的 情况 只 限于 a>0, 即 a 为 正 的 整数 
时 ,Wa,9a 这 样 的 偶 次 方 根 为 ,at; 而 3a,Y a 这样 
的 奇 次 方 根 为 a 上 ,a3 ,并且 它们 全 都 可 使 用 分 数 指数 
表示 。 

,10 和 103 是 什么 样 的 数 呢 ? 这 些 数 通 常 可 

写作 っ (76)" ニダ" ,而 且 可 表示 为 

10# 10 は =10x/10= ニ 10 10, 以 久 
10 = (10)’ = 10 = 100。 


这 里 将 5 的 分 子 和 分 母 同 时 业 以 VY 10 后， 


jl . ツ 19 1 1 
10Y10 10y10 vv 10710 100 

这 样 ,将 无 理 数 分 母 斤 算 为 有 理 数 纳 计 算 , 称 为 分 
母 有 理化 。 

现在 介绍 目前 仍 广泛 使 用 着 的 12 进位 数 。 

更 和 如今, 铅笔 等 仍 按 “ 打 " 计 算 , 一 打 12 支 ,一 罗 有 
地 打 , 共 144 支 。 

英国 码 磅 度 重 衡 制 也 是 12 进 制 。 但 是 ,最 近 英 国 
长 度 单位 也 采用 10 进 制 一 一 米 制 。 

可 是 ,20 进 制 是 怎样 产生 的 至 今 还 不 清楚 ,也 许 
是 手指 和 脚 指 共有 20 个 ,所 以 自然 而 然 地 产生 了 20 
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进 制 。 

如 前 所 述 ,在 人 类 尚未 进化 的 原始 时 代 , 牌 指 各 手 
指 同样 都 能 抓 牢 东 西 ,但 却 不 能 像 现 代 人 那 祥 灵巧 地 
任意 弯曲 手指 。 

随 着 人 类 的 进化 ,很 快 就 有 人 能 使 用 全 部 10 个 手 
指 ,手指 可 以 代替 脚 指 ,而 由 11 至 20 不 是 相当 于 两 次 
使 用 手指 吗 ?! 

英语 中 ,数字 1 至 13 的 命名 截然 不 同 ,数学 13 至 
19 的 命名 后 组 “teen” 痢 一 样 , 序 thirteen {13), fourteen 
(14), fifteen (15), sixteen (16), seventeen (17), eighteen 
(18) ,nineteen(19), 可 是 数字 20,21,…30,31,…90,91， 
… 的 命名 是 10 进 制 ,也 就 是 说 ,20 以 上 英文 数字 命名 
是 逢 十 变换 的 。 

这 样 看 未 ,在 英语 中 数字 20 以 下 和 21 以 上 的 命 
名 规律 各 不 相同 ,并 且 是 20 进 制 和 10 进 制 混合 命名 
制 。 而 12 以 下 和 13 以 上 的 数字 命名 规律 虽 不 一 样 ， 
但 却 保留 12 进 制 的 命名 特点 - 

在 时 间 和 角度 方面 ,通常 广泛 使 用 6 进 制 。60 
的 约 数 有 12 个 , 九 1.2,3,4,.5,6,10,12,15,20,30,60。 
因此 对 分 配 物 品 非常 方便 。 

至 于 在 时 间 、 时 刻 方面 ,1 小 时 有 60 分 、1 分 钟 有 
50 秒 , 这 也 是 60 进 制 。 可 是 ,1 天 24 小 时 不 是 旭 进 
制 ,但 24 是 12 的 2 倍 ,同样 也 有 很 多 约 数 。 

还 有 ,角度 的 测量 单位 也 是 名 进 制 。1 度 60 分 
(1°=60'),1 分 60 秒 (1'=60"), 和 时 间 、 时 刻 的 符号 完 
全 相间 。 

1 周身 的 大 小 为 360( = 60° x 6)。 卫 周 角 为 直角 
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{90°) , 半 周 角 , 部 平角 ( 直 负 的 2 倍 ) 是 180°( =90° x 
2)。 

我 们 所 居住 的 地 球 表面 上 的 位 置 采 用 经 纬度 ,也 
用 過度 分 泌 秒 的 60 进 制 表 示 。 

东经 起 始 于 英国 伦敦 郊外 格林 威 治 天 文 台 , 往 杰 
变化 范 图 由 分 ~180?, 西 经 也 起 始 于 同一 地 点 , 往 西 变 
化 全 ~180°; 北 纬 和 南 纬 起 始 于 赤道 ,分 别 往 北 和 南 变 
化 ず <90P。 

地 球 是 旋转 往 圆 体 ( 也 称 狂 加 体 或 精 图 面 》, 而 且 
几乎 近 僻 为 球体 , 琳 道 半径 比 两 极 半径 长 约 22 公里 ， 
但 北极 略微 凸 起 ,南极 稍 许 四 陷 ,因此 看 上 去 像 个 米粉 
困 子 。 

把 地 球 看 作为 球体 后 ,并 让 东经 、 西 经 合并 转 一 轿 
是 360? ,北纬 、 南 纬 合并 转 一 次 是 360?。 

经 度 纬 度 、 时 间 时 刻 也 和 60 进 制 角度 一 样 ,1 = 
60',1' = 6 。 也 就 是 说 1 度 是 60 分 ,1 分 是 印 秒 。 

如 前 所 如, 印 使 一 部 分 人 现在 仍然 使 用 码 磅 度量 
衡 的 12 进 制 ,但 世 春 上 大 多 数 人 都 合用 计算 方便 的 10 
进 制 的 10 进位 数 。 这 些 在 表 上 -2 中 是 显而易见 的 。 

当然 ,10 进 制 的 阿拉 伯 数 字 是 10 进位 数 ,其 中 ， 
1~ 9 九 个 数字 以 及 表示 定位 数 及 空位 的 9 共有 区 个 
数字 , 借 一 这 10 个 数字 ,多 大 的 数 都 能 表示 。 

还 有 ,10 进 制 阿 拉 伯 数字 为 小 凑 时 ,多 么 小 的 数 
也 都 能 表示 ,非常 方便 。 

可 是 ,大 数 在 古 埃 及 数字 中 用 图 形 表示 ,如 图 
1~ 11 所 示 。 这 种 用 图 形 表示 大 数 的 象形 数字 ,并 不 比 
算 用 数字 , 邑 印度 阿拉伯 数 字 方便 。 


表 1-2 图标 单位 制 中 10 进 制 倍数 的 表示 


倍数 词 头 符号 | キネ を 
10% era E 艾 f{ 可 萨 ] 
10% paa P 拍 [ 它 ] 
102 tem T 太 [ 拉 上 
i Se 6 に | 
10* mega M 区 
1 kile k 千 
1 heete h 百 

10 deca da 十 

1 
10-! deci 9 分 
10-2 oenti で 星 
10-3 wailli m 率 
10… miero 四 微 
107? nano n 类 [ 诺 ] 
10-? pico p 皮 [ 可 ] 
10- ferto 上 飞 [ 母 托 ] 
10-『 to a 阿 [ 托 ] 


在 古 埃及 象形 数字 中 ,表示 大 数 的 图 娄 代 表 什 么 
不 甚 明 确 ,但 据 有 关 专 家 所 称 , 表 示 工 万 的 是 一 个 弯曲 
手指 尖 儿 的 图 案 ,表示 10 万 的 是 一 头 江 铺 (burbot) 的 
图 娄 ,因为 100 五 数字 相当 巨大 ,大 到 像 惊 丽 状 的 人 形 
转 素 。 如 此 考虑 过 后 ,当时 不 能 真实 地 体会 1000 万 等 
超大 数 的 感受 ,所 以 就 推测 一 个 食 有 这 种 意思 的 图 形 。 

再 有 ,让 直立 着 的 手杖 图 案 代 表 1, 这 可 以 联想 起 
和 阿拉 伯 数 字 的 上 完全 相同 。 

可 是 ,如 前 所 述 , 在 很 久 很 久 以 前 ,印度 人 就 一 直 
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在 思考 大 的 数 ,并 可 推 起 数 的 概 名 uooo 
念 ( 见 解 ) 者 一致 。 そ 

印度 数学 家 发 现 了 零 (0)， f 10000 
但 具体 是 哪 位 十 印度 人 还 沿 不 万 
清楚 。 古 印度 的 数学 发 达 , 称 得 へ 、 100000 
上 大 数学 家 的 也 为 数 众 多 。 10 万 

錦 邪 波多 (Aryabhata) 、 婆 罗 站 1000000 
摩 交 多 (Brahmaguputa)、 北 什 迎 100 万 
罗 (Bhaskara) 等 都 是 闻名 的 数学 Pe 10000000 
家 兼 天文 学 家 。 1000 万 

可 是 ,0( 零 ) 是 表示 太阳 的 ， 图 1-11 十 埃及 
最 初 一 直 使 用 志和 口 来 表示 。 畸形 数字 
零 在 林 语 中 是 空 的 意思 。 

不 入, 零 才 逐渐 演变 为 现在 形状 的 0。 日 本 人 把 
它 (0) 称 为 零 。 

0 由 印度 传 到 阿拉 伯 , 并 被 译 为 “无 "或 “没有 ”。 

在 世界 各 国 ,0 有 许多 不 同 的 称呼 ,意大利 语 把 0 
称 为 “zero”, 现 已 在 也 界 各 地 通用 。 

在 英语 国际 音标 中 ,0 的 拼 首 为 [zisrou], 除 此 之 
外 ,0 的 拼 读 还 有 好 多 种 。 

使 用 由 0 到 9 的 10 个 数字 ,无 论 多 大 或 多 小 的 
数 ,都 可 以 表示 。0 在 阿拉 伯 数 字 中 的 用 途 最 广 , 它 不 
仅 代 表 " 没 有 ”或 “无 ”, 并 可 用 来 表示 定位 数 的 空位 
《location unit) ,因此 0 的 存在 使 计算 变 得 非常 简捷 方 
便 。 

但 是 ,阿拉 倍数 字 以 外 的 数字 也 能 用 来 计算 。 

例如 ,135 + 254 = 389, 而 用 罗马 数字 做 此 加 法 运 
算 则 为 :CXXXV + CCLIV = CCCLXXXIX 

15 


还 有 , 古 时 候 日 本 人 癌 采 用 中 国 汉字 做 加 法 ,如 下 
所 示 , 也 非常 烦琐 。 

一 百 三 十 五 加 二 百 五 十 四 得 三 百 八 十 九 
由 此 可 见 ,阿拉 伯 数 字 是 最 简单 方便 的 常用 计算 数字 。 

古 时 候 , 数 字 以 表示 数 的 多 少 为 主要 目的 ,在 计算 
方面 ,无 论 哪个 国家 都 使 用 过 算 瘟 。 

也 有 人 说 "1 ,算盘 是 被 俄罗斯 俘 房 的 法 国 军 人 由 
俄罗斯 带 回 去 的 。 

同样 ,也 可 以 用 罗马 数字 做 减法 运算 。 

DELXXVHI- CCLVIL = CCCXX 

上 式 用 阿拉 伯 数 字 书 写 则 为 578 -258 = 320 

击 此 可 见 ,在 罗马 数字 中 没有 表示 空位 的 补 位 数 
字 , 计 算 起 来 非常 麻烦 。 

所 以 ,0 的 发 现 对 现代 数学 ,更 广泛 地 讲 是 对 科学 
进步 与 发 展 做 出 了 伟大 贡献 。 

现在 ,我 们 毫 不 费力 地 使 用 着 旭 进 位 阿拉 伯 数 
字 , 而 且 可 以 说 在 整个 数学 领域 ,0 是 最 伟大 的 发 现 。 


S1.6 费 马 大 定理 


在 发 现 阿 袜 伯 数字 之 初 ,10 进位 数 的 正 上 整数 , 即 
所 谓 的 自然 数 , 是 世界 上 众所周知 最 方便 的 数 。 

下 面 稍 离 正题 , 先 来 介绍 一 下 预见 了 1,2,3,… 这 
种 正 整数 (自然 数 ) 的 费 马 。 

妇 世 纪 , 法 国有 一 位 叫 费 马 (1601 ~ 1665) 的 数学 


[* ] 算 级 始 于 中 国明 初时 期 ,因为 算盘 简单 曙 学 ,运算 方便 ,通行 全 
中 国 , 并 流传 十 东亚 各 国 。 一 一 译 者 注 
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家 。 

他 不 是 专职 摘 数学 研究 的 专家 ,只 是 一 名 对 学 习 
数学 感 兴趣 、 并 且 还 从 事 研 究 的 普通 知识 分 子 。 

1601 年 , 费 马 出 生 在 法 国 图 卢 均 附 近 的 包 慨 , 罗 
曼 纽 。 从 1631 年 起 ,他 作为 法 律 专家 当选 为 当地 议会 
议员 ,随后 ,从 1648 年 起 ,当选 为 道 罗 梅 地 方 议会 贯 族 
院 终 生 议 员 ,享年 64 岁 。 

他 和 笛 卡 儿 、 梅 尔 森 通 等 数学 家 们 彼此 通信 交流 
研究 成 果 , 但 他 生前 从 未 在 公开 刊物 上 发 表 文章 。 

还 有 ,他 只 叙述 所 研究 过 的 定理 ,但 从 来 不 讲 定理 
的 证 明 。 因 此 ,他 为 后 来 的 数学 家 们 提供 了 很 多 研究 
课题 ,并 对 数学 的 发 展 有 很 大 影响 。 

他 的 研究 成 果 涉 及 很 岁 方面 。 首 先 ,在 微 积 分 方 
面 , 他 考虑 过 在 连续 曲线 上 画 切 线 求 极 值 问题 的 方法 ， 
并 强人 微分 概念 ,而 有 昌 在 牛 屯 和 莱 布 尼 荧 出 生前 10 年 
他 就 发 现 了 微 积分 基础 。 

进一步 与 微 积分 祖 关 的 ,是 他 发 明了 光 的 反射 和 
光 的 折射 原理 。 结 果 得 出 光学 的 "最短 时 间 原 理 ”, 即 
费 马 原理 。 

当然 ,这 些 都 对 光学 发 展 有 很 大 影响 。 

在 几何 学 领域 ,他 奠定 了 与 入 卡 儿 不 同 的 解 折 几 
何 学 。 笛 卡 儿 研究 的 是 二 维 ( 平 面 ) 解 折 几 何 学 , 面 费 
妃 研究 的 是 三 维 (立体 ) 解 析 儿 何 学 。 

他 也 与 闻名 的 哲学 家 帕斯卡 通过 书信 交流 信息 . 
从 而 创建 了 概率 论 。 

可 是 , 费 马 的 最 大 研究 成 果 是 整数 论 。 

他 受到 十 希腊 数学 家 丢 番 图 (公元 246 年 前 后 ~ 
330 年 前 后 ) 整 数论 的 激励 ,提出 费 马 大 定理 问题 。 
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费 马 死 后 的 350 年 期 间 , 曾 有 很 多 数学 家 探讨 这 
一 间 题 ,但 至 令 都 没 能 得 到 普遍 的 一 般 证 明 。 

1908 年 ,德国 的 沃 尔 夫 克 尔 曾 对 此 问题 留 有 以 下 
遗嘱 :在 2007 年 前 ,最 先 完成 征明 这 个 定理 的 人 奖赏 
10 万 马克 "。 但 是 ,由 于 第 工 次 世界 大 战 的 恶 竹 通货 
习 胀 和 战 后 的 货币 贬值 ,1919 年 (大 正 8 年 ?以 前 的 10 
万 马克 奖金 ,现在 就 不 那么 值钱 了 。 

那么 , 费 蕊 大 定理 是 怎样 的 呢 ? 现在 简单 介绍 如 
下 。“ 有 一 组 自然 数 a yz, 当 デキ + が が = る 2 本 上 且 , 当 
n=2 时 ,这 样 三 个 一 组 的 自然 数 可 以 找 出 无 穷 多 个 。 
但 是 , 当 m33 时 ,满足 这 种 关系 式 的 自然 数 x,y,z 是 
香 还 存在 呢 ?” 

众所周知 ,n=2 时 ,x?+Y =z 成 立 。 这 是 闻名 
的 毕 达 哥 近 斯 定理 或 三 平方 定理 的 公式 。 公 元 前 500 
年 前 后 ,根据 希腊 数学 家 毕 达 哥 拉 斯 公式 , 有 
デュ ニダ 6 4 1 9 122 =15,…, 这 种 3:4:5 
的 3 个 数 , 即 nS う ) + 下 (和 ) = 开 ( 笠 ) 型 的 数 以 及 
122 =132,… 这 种 5:12:13 的 3 个 数 等 等 ,可 有 无 
穷 多 。 

但 是 ,二 让 二 下, 二 二 2 的 整数 テテ,z 
不 存在 ,其 正式 的 书面 征明 费 马 没有 给 出 ,而 且 在 以 后 
的 350 年 , 虽 有 很 多 数学 家 尝试 过 ,但 至 今 仍然 没有 完 
整 的 证 明 。 

费 蕊 当年 所 提出 的 这 一 问题 ,就 这 样 奇 妙 地 一 直 
流传 至 今 。 

费 马 说 :将 一 个 立方 数 分 为 两 个 立方 数 ,把 一 个 
四 次 震 数 分 为 两 个 四 次 寡 数 ,一 般 地 讲 , 一 个 高 于 二 次 
短 的 数 分 为 两 个 同 次 矫 的 数 都 是 不 可 能 的 。 对 此 ,我 
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确信 已 找到 一 种 令 人 惊奇 的 
证 明 方 法 。 可 惜 , 写 下 该 证 
法 的 书 届 太 窑 了 ”。 这 是 费 
马 写 在 于 全 图 《算术 } 希 腊 ， 
拉丁 语 对 译本 书 中 的 一 段 
话 。 这 本 忆 是 1621 年 刊印 
发 行 的 。 

在 费 马 死 后 的 350 年 期 5 
闻 ,世界 各 地 数学 家 挑战 这 痪 马 K1601 ~ 1665) 
一 问题 的 情况 ,. 摘 记 于 表 


1-3。 
表 1-3 费 马 大 定理 的 证 明 进展 
年 代 情況 岳 要 证 明 人 {国家 》 
1637 年 前 后 问题 的 提出 *= オ 4 费 马 (法 ) 
1770 年 を =3 欧 拉 { 瑞 士 ) 
1825 年 =5 重 圈 道 尔 (法 ) 
1839 年 n=7 拉 廉 (法 ) 
i850 年 za = 正规 素数 忆 马 { 德 ? 
沃 氏 址 育 :给 提出 证 明 的 
1908 年 人 人間 全 吉 万 马克 活 尔 夫 克 尔 ( 德 ) 
1983 年 涝 限定 n 值 , 则 其 解 各 有 限 法 鲁 台 古 斯 ( 西 德 》 
1988 年 充分 大 的 全 部 nr 值 ? 官 调 洋 一 (日 》 


请 注意 表 中 提 到 的 1988 年 的 记载 。 日 本 目前 有 
人 正在 挑战 费 马 大 定理 之 解 。 官 网 详 一 所 采用 的 方法 
不 是 传统 的 方法 ,而 且 还 没有 得 到 完全 解 。 但 是 ,无 论 
用 哪 种 方法 ,只 要 能 够 获得 解答 ,都 可 以 相信 。 

作为 本 书 重点 的 虚数 单位 或 j, 是 从 二 次 方程 式 
解 的 公式 中 产生 的 。 有 关 这 方面 的 情况 ,后 面 还 要 详 
细 叙 述 , 在 此 只 讲 一 个 一 元 一 次 方程 式 。 
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丢 丰 图 (Diophanios) 是 费 马 所 砍 党 的 《算术 》 一 书 
的 作者 ,而 《算术 》 是 几何 学 全 蕊 时 期 出 版 的 一 部 代数 
学 专著 。 技 番 图 生 卒 年 不 详 , 大 纺 是 公元 246 年 前 后 
~- 330 年 前 后 ,并 且 -一直 都 生活 在 亚 力 山大 市 。 

但 是 ,在 他 的 墓碑 上 刻 有 一 段 奇 符 的 襄 志 饮 ; 

“ 委 香 图 度 过 了 他 一 生理 的 童年 , 语 的 青年 入 的 
独身 生活 。 后 来 , 妊 后 S 年 得 于 ,儿子 只 活 到 父亲 一 半 
岁数 , 比 父 亲 旱 4 年 逝世 。” 

根据 这 段 文字 记载 ,假设 他 死亡 时 的 年 只 为 =， 从 
而 列 出 一 元 一 次 方程 式 如 下 : 

二 x+ 看 x 


1 1 
+ 計 タオ 3+ タオ 4 ニテ 


藉 理 这 式 后 得 ( 沁 + 十 + 省 + 二 -1)x=-5-4 


因此 ,由 高 *=9, 得 务 =3, 从 而 x 一 84。 所 以 , 丢 
看 图 是 位 活 到 84 岁 的 寿星 ,但 这 是 否 完全 正确 ,也 不 
得 而 知 。 

在 此 稍 离 正题 , 先 介 绍 一 些 费 马 、. 菜 布 尼 茨 和 牛顿 
有 关 生 积分 的 情况 。 
人 说 费 马 是 微 积 分 的 先驱 者 ,德国 人 说 莱 布 
か の か 而 英国 人 却 主 张 咎 顿 是 发 明 
微 积分 的 首创 人 。 

但 是 , 费 马 从 来 不 出 版 著作 ,并且 比 牛顿 和 莱 布 尼 
茨 年 长 的 十 多 岁 。 

还 有 ,牛顿 和 莱 布 尼 茨 几乎 是 同一 个 时 代 的 人 ， 而 
且 当 上 蛙 英 、 德 两 国 的 关系 十 分 紧张 ,自从 载 决 徽 积 分 发 
明 的 归属 以 来 ,两 国 长 时 间 争 论 不 休 , 并 且 不 能 最 后 断 
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定 , 从 而 至 今 仍 是 一 件 基 案 。 

现在 认为 ,牛顿 和 莱 布 尼 蒋 分别 独立 发 明了 微 积 
分 ,并 县 饥 建 了 当前 的 微 积分 学 。 

但 是 ,现在 世界 各 地 使 用 着 的 微 积分 符号 ,也 就 是 


说 再 [ae)dz 等 几 手 部 是 莱 布 尼 菊 想 出 来 的 。 


当时 , 莱 布 尼 艾 在 德国 科学 院 等 学 术 单 位 十 分 活 
跃 ,一 时 曾 受 到 人 们 的 极端 赞扬 ,但 他 晚年 却 被 世人 淡 
忘 、 并 在 失意 中 狐 独 冷清 地 离开 了 人 世 。 

相反 ,牛顿 晚年 业绩 辉煌 。1699 年 56 岁 的 他 出 任 
造 币 局 局 长 ,62 岁 受 勋 封 雷 , 死 后 暮 于 威 斯 特 敏 斯 畦 
大 教堂 基地 。 享 年 下 岁 " 

这 里 有 一 段 钥 俗 的 滑 狗 歌谣 :“ 费 蕊 点 顽 了 (微分 》 
灶 火 , 莱 布 尼 茨 搞 成 微分 攻 糕 , 只 有 牛顿 在 乐 哈 哈 地 
吃 。 

歌谣 中 字 有 余 浮 , 但 世间 诸 事 却 多 次 多 彩 。 

牛顿 这 个人 , 乍 看 上 去 很 有 学 者 风 广 ,但 当时 人 们 
说 :他 不 摆 大 学 者 的 架子 ,待人 谈 尽 厚道 .人情味 十 
是 。 

这 里 值得 一 提 的 是 ,牛顿 进入 剑桥 大 学 之 前 ,他 萤 
寄宿 在 当地 一 家 药店 。 在 此 期 间 他 与 这 家 的 养女 陷入 
情 网 ,和 梓 此 信 垢 宇 旦 ,“ 非 他 不 嫁 、 唯 她 不 变 " ,但 因 丫 额 
繁 务 强身 ,最终 来 能 完婚 。 事 实 上 ,和 牛 额 仍 把 爱情 留 给 
了 这 位 妒 娘 ,从 而 终生 独身 。 

牛顿 非常 喜欢 猫 ,家 里 养 羊 很 多 猫 。 屋 里 屋外 都 
专门 有 猫 呈 册 入 的 洞口 。 妆 大 猫 生 下 小 猫 后 , 牛 轰 证 
个 人 给 小 猫 仔 专门 开设 洞口 ,以 便 小 猜 仔 出 入 专用 。 
对 此 , 霜 人 认为 是 多 此 一 举 。 但 是 ,牛顿 却 医 执 地 坚持 
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让 个 人 给 小 猫 仔 寻 开 “ 专 用 ” 
洞口 。 
牛顿 和 莹 困 的 故事 也 是 
众所周知 的 ,关于 这 件 事 曾 
有 本 书 中 这 样 记载 :牛顿 经 
常 出 入 社交 弄 , 所 以 屡次 受 
到 贵 妇 人 们 的 询 间 , 问 他 是 
= 3 怎样 发 现 地 球 引 力 的 。 为 了 
牛顿 (1643 1 ~ 1727) 省 略 详 细 的 讲解 ,牛顿 拿 起 
一 个 苹果 并 不 懂 不 忙 地 展示 
划 果 落地 ,从 而 答案 就 极其 简单 地 得 出 了 。 


S1.7 2 和 进 制 数 的 构成 


从 数 的 产生 开始 ,我 们 已 经 讲 过 了 整数 .分 数 、 小 
数 等 等 ,现在 来 介绍 电脑 中 当前 使 用 的 2 进位 数 。 

首先 采用 10 进 制 分 解 1991。 次 所 周知 , 

1991=10 x 四 +i x [9 +10 x9 +10 x 

这 里 ,1 =1 

10)1991 (1991 + 10 = 1O…1) 

10) 199 …① ( 199+10= 19…9) 
10) 19 …⑨ ( 19:10= 1…9) 
① … 回 一 1991(000 进 制 ) 

这 就 是 1991 的 原形 。 
如 果 是 8 进 制 ,那么 1991 又 该 如 何 呢 ? 
同 理 ,8 进 制 的 1991 可 分 解 为 : 

[ ・ ] 原 文 浸 为 1642。 一 一 编辑 注 
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$)1991 (1991 ょ 8=248…7) 

8) 248 …② ( 248+8= 310) 

8)_ 31 …⑨ ( 31=8= 3…7》 

图 の 3707(8 进 制 ) 

也 就 是 说 , 10 进 制 的 1991 改写 为 8 和 进 制 则 为 
3707 ,但 这 不 是 “3707", 并且 要 分 开 读 为 “3,7,0,7”。 
实际 上 ,这 是 1991= 8 x3 + 时 xx 人 了 + 中 x 回 +g x 回 

因此 ,在 8 进 制 的 记 数 方法 中 ,只 能 使 用 0,1,2,3， 
4,5,6,7 这 8 个 数字 。 

电子 计算 机 中 所 使 用 的 2 进位 数 只 有 0 和 1 两 个 
数字 ,而 且 无 论 多 大 的 数 都 能 表达 。 

最 后 ,由 1 至 10 的 10 进 制 数 用 2 进 制 表达 的 结 
果 , 列 于 表 1-4 中 。 


要 1-4 加 进 制 数字 与 2 进 制 的 对 应 关系 


0 进 制 涩 jl2l3141516|71 8 9 10 
2 进 制 数 it | 10 | 1 | IO] 101| 0 114| 1000 | io01 | 1010 
数 慎 {10 进 制 )i 2 | 2 x | 2 


可 是 ,用 8 进 制 数 表示 10 进 制 的 1991 则 为 3707， 
而 且 如 前 所 述 ,8 进 制 只 使 用 从 0 到 7 的 8 个 数字 。 因 
为 8=23, 所 以 8 进 制 数 在 2 进 制 中 用 三 位 数 表 示 , 从 
而 得 到 表 1 一 5 中 的 对 应 关系 。 例 如 7 一 111, 也 就 是 
说 .最 大 的 8 进 制 数 7, 相 当 于 2 进 制 的 三 位 数 111, 而 
8 进 制 的 0 至 7 每 个 数 , 对 应 于 二进制 的 三 个 数 。 

使 用 表 1- 5 可 得 ,19 进 制 1991 是 8 进 制 3707, 而 
用 2 进 制 数 改 写 则 为 如 下 所 示 : 

1991 一 3707 一 011 .111,000,111 


这 里 将 三 位 数字 中 最 前 面 的 0 去掉, 从 面 10 进 制 
1991 在 2 进 制 中 则 为 :11,111,000,111。 


稍 1-5 8 进 制 与 2 进 制 的 对 应 关系 
八进制 1 2 3 4 5 | 6 | 7 
二 进 制 | ooool| oio | on | 100 | or | no [iu 


也 就 是 说 ,10 进 制 1991 改写 为 8 进 制 3707 都 是 4 
位 数 ,车 改写 为 2 进 制 , 则 增加 为 11 位 数 。 

但 是 ,在 电 子 计算 机 中 只 用 0 和 1, 岁 么 复 架 的 计 
算 都 变 得 十 分 简单 ,并 生 可 在 瞬间 完成 。 

用 电信 和 号 表示 1 和 0 的 方法 很 多 。 例 如 ,可 用 0 
代表 无 电压 ,1 代表 有 电压 。 这 两 种 状态 极 易 控制 , 因 
面 用 途 广泛 。 


但 是 ,如 果 我 们 采用 2 201991 
进 制 来 笔算 , 那 就 非常 麻 闫 2)_995…① 
了 。 2) 497…① 
这 里 ,我 们 来 看 看 10 进 2) 248…① 
制 1991 改写 为 2 和 进 制 的 情 2) 124…®@ 
况 。 2) _62…⑨ 
由 竖 式 可 知 ,用 2 除 几 2)_31…⑩ 
次 的 余数 ,逐次 分 别 列 于 右 2) 15…① 
端 。 2) 7…① 
最 后 的 商 四 以 及 以 上 逐 2) 3… 〇 ① 
次 所 得 余数 , 按 恨 由 下 而 上 oD 


顺序 书写 , 则 得 其 2 进 制 数 

11。111.000。111。 

如 前 所 还, 准备 一 个 像 表 1 -5 那样 的 换算 表 ,再 
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烈 出 一 个 10 进 制 换算 2 进 制 的 换算 表 , 使 用 起 来 就 会 
非常 方便 。 


表 1-6 如 进 制 .8 进 制 2 进 山 对 照 


10 进 制 に 3 2 渤 制 
11,111,000,111 


可 是 ,这 妊 的 方法 是 否 正确 无 误 呢 ? 

2x2x2=8,8 进 制 的 最 大 数 为 了 。 可 是 ;将 了 改 
写 为 2 进 制 后 , 则 为 111, 即 7 一 111, 而 10 进 制 8 改写 
为 g 进 制 则 为 10, 改 号 为 2 进 制 则 为 001.000, 即 8 一 10 


⑤…⑥ 8 一 10 一 001000 


DO 8 一 1000 . 

由 以 土 两 种 计算 结果 可 以 认为 没有 不 合理 的 地 
方 。 

在 此 ,我 们 来 看 看 一 种 有 趣 的 想法 。 

十 希 脂 的 数字 是 使 用 字母 we,B,y,3,e… 等 代表 
1,2.3,4,5…。10 进 制 的 1991, 古 希腊 数字 则 为 ego 
为 此 ,英语 字母 开始 叫 “ap8” ,现在 也 还 是 称 g,5。2。 
ルッ ッッ タッ る 是 “alphabet"( 大 写字 母 也 是 如 此 ), 并 把 从 0 
到 15 的 16 进 制 数 规定 如 下 ,但 数字 0 改 用 大 写 的 如 
代 着 。 
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601 2343678 9101112131415 

OABCDEFGHI JKLMNP 

采用 此 表 考 虑 16 进 制 数 ,因为 16=2x2x2x2， 
所 以 16 迁 制 数 印 0~15 在 2 进 制 中 是 4 位 数 。 

以 16 除 10 送 制 数 1991, 则 其 16 进 制 数 为 

1991o の ⑫ の っ GLG 

16)1991 

16) 124…② 

DB の >C,⑫ っ も 

将 0~15 的 10 进 制 数 政 写 为 2 迁 制 数 后 , 则 列表 

1-7 了 如 下。 


训 1-7 
i0 进 和 性 | 0 | 1 | 2 | 3 | 1 1 5 el|?> 
16 进 制 数 0 上 A B で np Er G 
2 进 制 数 | 0000 | 0001 | oololooml| gt00 | otol | ot10 | on 
19 进 制 数 8 9 10 Hn 12 14 15 
若 进 制 数  H I J ト 3 L | WM | N Pp 
?2 进 制 数 | 1000 | 1091| IO101 1011 | 1100 | 110L | 1110 | 111 


使 用 上 表 将 30 进 制 数 1991 改写 为 16 进 制 数 ,并 
有 c 使 四 一 G, 四 一 工 ,而 将 人 加 四 改写 为 2 进 制 数 ， 
1991 一 个 四 @=GLG 一 0111,1100,0111 
这 是 因为 1991 =16 x 加 +16 xi2 rt xp 
“去 掉 最 前 面 的 0, 由 右 端 起 三 位 数 为 一 段 , 则 同 8 
进 制 数 改 写 为 2 迁 制 数 一 样 ,是 11,111,000.111。 用 
16 进 制 就 简单 多 了 。 
若 多 用 些 符 号 ,还 可 和 将 10 进 制 数 更 进一步 用 ぞ デ 
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(32) ,28(64) ,27(1128)… 除 ,从 而 使 用 32 进 制 数 ,64 进 
制 数 ,128 进 制 数 …… 那 就 更 简单 了 。 

本 书 将 6 进 制 数 0~ 15 表示 为 0.A,B,C.D,E。 
F,G,H,I,J,K,L, M,N,P, 当然 也 没有 什么 具体 的 规 
定 。 

按照 通常 所 使 用 的 那样 ,将 16 进 制 数 表示 为 D,1， 
2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F 也 可 以 。 

为 了 明确 我 们 使 用 惯 了 的 10 进 制 数 的 关系 ,也 可 
使 用 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,1 ,了 ,二 ,全 ,1 不 恤 异 
用 字母 就 可 一 目 了 然 地 清楚 表示 0~15 诸 数字 ,但 这 
些 数 有 可 能 与 指数 (办 ) 混 洋 。 

这 些 数字 是 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,1,13,1, 
lso 

但 是 ,和 10 进 制 数 完 全 区 分 开 之 后 ,如 果 想 使 用 
新 数字 表示 , 则 使 用 字母 处 也 可 以 , 即 0,1,2,3,4,5， 
6,7,8,9,Ao ,Ai , Az ,As As ,Aoo 

这 样 做 不 是 哪个 国家 的 法 律 规定 ,而 是 取 自 方便 
易 懂 ,并 且 能 被 大 家 公认 就 可 以 。 

如 果 你 能 够 提出 非常 好 的 设计 方案 ,说 不 定 也 会 
被 全 世界 采用 。 


き 1.8 全 矶 和 奇妙 的 址 界 历 


这 里 ,我 们 先 稍 离 正题 讲 讲 日 历 。 
以 前 制 做 的 日 历 , 曾 不 要 当地 规定 一 年 有 360 天 。 
大 家 都 知道 ,现在 一 年 是 365 天 零 6 小 时 左右 ， 准 
确 地 讲 , 一 年 是 365.2422 天 ,好 365 天 零 5 小 时 48 分 
46.08 秒 。 
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为 了 修正 365.2422 和 365 的 差 列 ,现在 所 使 用 的 
公 责 (阳历 ) 日 历 规 定 每 4 年 有 一 次 关 年 , 间 年 有 366 
天 :而且 闵 年 的 2 月 是 29 天。 

效 年 之 间 的 三 年 称 为 平年 ,平年 有 365 天 。 其 原 
因由 下 面 的 计算 清楚 可 见 。 

365.2422 - 365 = 0.2422( 天} 

所 以 ,4 年 之 间 的 差别 是 0.2422 x 4 =0.9688( 天 } 

因此 ,4 年 之 间 增 加 1~0.9688 =0.0312( 天 ), 而 且 
这 0.0312 天 是 多 加 出 来 的 。 

公历 年 数 为 100 倍数 的 那些 年 , 因 每 4 年 有 1 个 
阅 年 ,用 400 除 不 尽 的 1700 年 ,1800 年 ,1900 年 等 是 平 
年 。 

这 是 根据 如 下 计算 得 出 的 结果 :因为 4 年 之 问 多 
出 0.0312 天 ,400 年 就 多 出 0.0312 x 100 = 3.12( 天 ) 因 
为 避 须 减 去 3 天 ,所 以 1700 年 ,1800 年 ,1900 年 即使 是 
国 年 也 得 算是 平年 。 

按照 以 上 调整 ,到 2000 年 时 要 多 出 9.12 天 ,并 且 
这 样 微小 的 差别 不 能 完全 被 修正 。 这 种 拘 列 高 利 日 历 
是 教皇 格 列 高 利 XI 世 在 1582 年 规定 的 。 

查看 公元 前 48 年 至 公元 前 7 年 的 尤 利 乌 斯 历 书 ， 
其 中 有 关于 一 年 365 天 不 同月 份 天 数 的 差别 ,并 视 定 
大 月 称 为 奇数 月 ,每 月 31 天 ,而 小 月 称 为 偶数 月 , 除 2 
月 份 外 每 月 30 天 。 也 就 是 说 ,3,5,7,9,11 月 每 月 是 
31 天 ,2 月份 是 28 天 或 29 天 ,4.6,8.10,12 月 每 月 是 
30 天 。 

可 是 ,在 公元 前 8 年 , 田 马 皇帝 奥 卡 斯 塔 斯 修 改 了 
历 书 并 以 前 皇帝 的 名 字 命 名 七 月 为 ~July” ,而 以 自己 的 
名 字 命名 八 月 为 “August" ,而且 和 与 7 月 相同 ,8 月 份 也 
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是 31 天 ,同时 按 以 下 闫 序 修改 9 月 为 30 天 ,10 月 为 31 
天 ,11 月 为 30 天 ,12 月 为 31 天 。 

尔后 ,公元 325 年 , 康 斯 坦 本 皇帝 在 宗教 议会 上 承 
认 了 基督 教 ,并 把 春分 日 定 为 3 月 24 日 ,复活 节 定 为 
奉 分 或 满月 之 后 的 星期 日 。 但 在 1580 年 ,春分 日 和 阳 
历年 都 篇 离 原 定 日 期 10 天 。 格 列 高 利 教皇 把 1582 年 
缩短 了 10 天 ,并 将 春分 仍 定 为 3 月 21 日 ,规定 400 年 
里 有 7 次 国 年 。 

经 过 这 样 修改 后 ,大 幅度 地 缩短 了 与 阳历 年 的 差 
别 , 从 而 使 裙 列 高 利 历 书 未 仅 在 基督 教 国 家 广泛 流传 ， 
面 县 现在 已 是 世界 共同 采 必 的 阳历 。 

现在 的 阳历 ,平年 是 365 天 ,与 已 往 1 年 360 天 的 
历 书 不 同 , 鞭 偏差 小 了 ,也 能 正确 反映 出 季节 变化 。 

十 时候 的 日 本 、 春 、 秋 季 不 冷 不 热 的 好 气候 时 间 
长 , 冬 、 夏 寒冷 .酷热 的 季节 类 ,因而 日 本 是 适 于 久居 的 
好 地 方 , 但 近年 来 ,几乎 没有 冬 暖 夏 凉 那 种 春秋 季节 ， 
觉得 好 像 由 冬 到 夏 和 由 夏 到 冬 大 多 是 急剧 变化 的 气 
候 。 

下 面 ,我 们 再 管 单 介绍 一 下 寻 界 历 。 

世界 历 中 ,个 月 有 4 周 ,每 月 1 号 定 为 星期 日 ,1 
年 规定 有 13 个 月 ,1 年 规定 有 7x4x 13=364( 天 )。 

现在 ,规定 平年 1 年 为 365 天 , 间 年 为 366 天 ,所 
以 世界 历 的 平年 每 年 少 1 天 , 关 年 则 每 年 少 2 天 。 

那 委 ,不 属于 周一 至 周 日 7 天 之 内 的 "多余 日 ", 每 
平年 多 加 1 天 ,每 阔 年 多 加 2 天。 但 “多 余 日 "是 否 体 
假 ? 还 有 , 闫 年 情况 下 , “多余 日 "是 加 到 年 未 ,还 是 6 
月 末 及 年 末 和 名 加 1 天? 这 些 都 很 难 定 下 来 。 

更 进一步 ,还 要 考 上 处 工资 是 按 周 发 还 是 按 月 发 , 基 
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此 “多 余 日 "的 待遇 也 是 个 问题 。 另 外 ,多 加 1 个 或 2 
个 星期 日 ,对 教会 也 是 伴 麻 烦 事 等 等 。 
这 样 ,由 于 世界 历 本 身 困难 重重 ,所 以 不 能 实施 。 


§1.9 数 和 数 轴 


由 于 阿拉 伯 数 字 , 特 别 是 0 的 发 现 ,使 得 全 世界 的 
人 现在 都 能 够 随意 笔算 ,这 确实 是 件 大 好 事 。 

数 (number) 的 发 现 稍微 易 了 些 。 出 自 商 业 交 易 的 
需要 ,后 来 在 印度 又 发 现 了 负 约 数 〈negptive nwmber)， 
而 现今 的 数 称 之 为 正 的 数 (positive number) 或 自然 数 
(natural mumber}。 

分 数 (fraction, broken mamber) 发 现 得 比较 早 , 尔 后 
很 晚 才 发 现 小 数 (decimal fraction)。 这 些 在 前 几 节 都 曾 
提 到 过 。 

英语 的 分 数 一 词 是 片断 的 意思 ,而 英语 小 数 一 词 
是 南 的 意思 。 


在 这 里 出 现 了 大 家 所 熟悉 的 数 轴 {number line》。 
首先 ,从 0 和 自然 数 , 即 正 整 数 ,简单 数 轴 开 始 ,如 
图 1-12 所 示 。 


ED EE 
012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 


图 1-12 正 整数 数 轴 


接着 ,有 包含 正 整 数 (自然 数 ).0 和 负 整 数 的 全 部 
整数 数 轴 ,如 图 1- 13 所 示 。 


上 画 为 售 0 的 整数 数 输 。 图 1- 14 是 正 整数 及 0、 
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负 整 数 O 正 整数 
一 一 一 一 x 
8 -7-6 -5- を -3 2-0 1 2 3 4 3 @ 7 8 


1-13 全 部 整数 数 轴 


No 


2 
OX 
0 1 2 3 4 5 を 7 8 9 1011 12 
5 15 2.3 3.3 


oO x 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
o 0.25 0.3 0.73 1.25 x 
0 
0 1 1 
+ + を ! 二 -和 
ュー14 言 8 的 正 整 数 , 正 分 数 , 正 小 数 数 轴 
正 分 数 、 正 小 数 数 四。 


这 些 数 的 发 现 是 印度 和 欧洲 数学 家 的 研究 成 果 。 

正 整数 可 用 来 表示 物体 的 个 数 和 顺序 等 ,分 数 是 
从 一 半 (二) .一半 的 一 半 ( 广 ) 等 开始 , 它 在 分 配 物 号 
时 具有 重要 的 作用 。 


除了 加 法 和 减法 运算 之 外 ,还 有 乘法 和 除法 运 筑 ， 
特别 是 分 数 和 小 数 的 运算 都 有 非常 重要 的 意义 。 


S1.10 有理 数 

整数 、 分 数 ,小 数 归 纳 为 一 种 数 , 统 称 为 有 理 数 。 
所 谓 有 理 数 ,是 能 够 表示 为 分 数 的 数 ,也 就 是 说 ,a,5 
是 两 个 整数 时 , 则 a+5= 量 (了 尖 0) 成 立 。 这 里 ,分 母 


绝对 不 可 为 0。 也 就 是 说 ,数学 中 绝对 禁止 用 0 作 除 数 。 
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有 理 数 一 定 能 表达 为 分 数 ,例如 2= 子 一 号 ; 


1 1 

0.25= イ 50.125= で < 

像 有 理 数 计 = 1 3 为 0.333… 这 祥 的 数 ,永远 者 
是 重复 的 小 数 。 这 币 无 限 重复 潮 的 小 教 被 称 为 无 限 小 
数 Cinfinite decimal)。 

像 0.333…,0.121212-… 这 样 间 一 数 重 复 不 尽 的 无 
限 心 数 ,被 特别 称 为 循环 小 数 。 

寡 尽 ,六 活 革 小 数 是 有 理 数 ,于 以 应 该 能 还 原 成 分 
数 。 


0.333… =0.3。 0.1212… =0.、i2 这 样 的 御 环 小 数 ， 
是 在 重复 的 数字 上 面 附加 “…” 来 表示 ,而 3 和 12 被 称 为 
循环 节 (recurring period)。 

下 面 来 看 看 循环 小数 转 化 为 分 数 的 方法 。 

0. 3 的 转化 比较 简单 ,再 且 可 以 立刻 知道 ,因为 


0.3= 0.333… = 于 ( = 3)。 


但 是 ,0. 12= 0.121212… 转 化 为 分 数 就 稍为 复杂 。 
为 此 ,我 们 先 来 考虑 0. 12 的 原形 。 

0.121212… =0.12 ょ 0.0612+0.000012+… 
也 就 是 说 ,0. 12 是 无 穷 等 比 级 数 之 和 。 

我 们 知道 ,无 穷 等 比 级 数 e, are … 的 首 项 为 
, 公 比 为 7, 当 1ri <1, 则 其 和 5S 为 


a 
Ter 


S = 


这 里 ,a=0.12,r=0.01, 因 此 ,0,12 转 化 为 分 数 则 
为 ;5S- 0.2 912 12 4 
1-0.0 "0.99 "99 7 33° 
这 种 转化 方法 ,理由 晶 然 充 分 ,但 不 是 最 简单 的 方 
法 。 这 里 再 给 大 家 介绍 一 种 方法 。 


该 を =0.121212 中 
两 端 各 乘 100 100z = 12.1212 © 
回 式 -中式 得 。 99x =12, 据 此 
12 4 
“99733 


也 就 是 说 ,2 位 数 的 循环 节 ,就 放大 100 们 计算 。 
同 理 ,3 位 数 的 循环 节 ,就 放大 1000 倍 来 计算 。 
如 此 类 推 ,就 可 得 知 如 下 : 


122_123 4 
0.123123… =0. 123 5333 
但 是 ,证 我 们 来 看 看 “为 何 能 出 现 循 0.33… 
环 小 数 呢 "? 923.9 


像 右面 这 样 的 芭 式 计算 , 按 除 30 
法 运算 性 质 ,以 分 母 除 分 子 时 ， 除 2 了 
不 尽 面 有 余数 。 在 这 种 情况 下 ,如 
果 所 出 现 的 数 与 前 面 所 剩余 数 相 _1212… 
同 , 下 一 个 商 数 就 同 前 面 的 商 数 一 99)12.0 

样 。 因此, 分母 除 分 子 除 不 尽 的 分 En 


数 全 都 是 循环 小 数 。 本 

由 此 可 见 , 将 循环 小 数 化 为 分 9 
数 时 ,只 警 将 所 循环 部 分 的 数字 , 即 210 
循环 节 中 数字 的 位 数 有 儿 位 就 用 拖 8 


个 9 填写 在 所 求 分 式 的 分 母 中 ,而 
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在 该 分 子 中 只 填写 一 个 任 环 节 中 的 数 就 可 以 。 
也 就 是 说 ,应 该 这 样 计算 ;: 
24_24_ 26 
0.234234… =0.234= ggg = 11 
接着 ,我 们 来 考虑 混合 循环 小 数 ， 印 整数 和 小 数 点 
后 不 循环 部 分 的 混合 循环 小 数 。 


0.12323… = 0.123 = コ 


10 えす 23 
1 233 = 上 2 1 2 
= 16(1 +0.23) = + - 10 + 550 
99+23 100-1+23 123-1 
990 990 ”990 
_122 61 
”990 “495 


田 此 部 0.123 的 计算 可 按 如 下 方法 进行 。 

国 在 分 母 中 ,把 循环 节 数 字 的 位 数 仅 以 9 代 之 号 
下 , 紧 接 其 后 再 将 不 循环 部 分 数字 的 位 数 以 0 代 之 号 
下 ; 

@ 在 分 子 中 , 先 将 不 循环 部 分 数字 及 循环 节 效 字 
写 在 一 起 ,之 后 再 减 去 不 循环 的 数字 。 

相对 于 混合 循环 小 数 0.123 而 言 ,0.3 和 0.12 称 为 
纯 循 环 小 数 。 

另外 , 带 小 数 tmixed decimal) 也 有 循环 小 数 。 


下 百 , 我 们 将 1.12323…, 即 1.123 伦 为 分 数 来 看 
看 。 
123 — 1 
+ 990 


1 2 - 14 人 
= +990 = 和 5 


1.123 = 1 


_1 时 0.12323 
ー 495 495)61. 0 
所 以 , 带 小 考 也 能 化 为 带 和 三 
分 数 。 这 是 否 正 确 , 先 看 看 上 9 90 
面 61: 495 的 坚 式 计算 就 明和 1 
了 。 1150 
图 1-15 展 示 出 数 轴 上 的 逢 二 
循环 小 数 和 与 狼 环 小 数 类 似 的 1485 
带 小 数 。 5 
才 っ 2 bE] 
S03 $06 ! 


图 1-15 数 轴 上 的 往 环 个 数 和 带 小 数 


$1.11 负数 


到 现在 为 止 ,我 作 所 讲 的 大 部 分 都 是 正 数 ,但 如 前 
所 述 , 自 古 以 来 ,后 度数 学 家 们 就 都 知道 有 负数 存在 。 

将 正 数 的 数 轴 由 0 往 左 王 伸 后 , 则 为 负数 的 数 轴 。 

如 图 1-16 所 示 , 由 0(0) 往 左 ,以 单位 长 度 1 分 割 
段 之 后 ,仿照 向 右 侧 那样 ,从 0 开始 在 其 左 侧 也 能 得 
到 0 右 俩 那样 的 分 段 点 。 也 就 是 说 , 数 轴 上 以 0 为 对 
称 中 心 ,1 的 对 称 分 割 点 为 -1,2 的 对 称 分 割 虚 为 -2， 
3 的 对 称 分 割 点 为 -3,-… 这 样 往 左下 伸 下 去 ,就 可 获 
得 表示 负 "- " 数 之 点 ,这样 的 数 有 多 少 都 可 以 表示 出 
来 。 

据说 , 正 (+ )、 负 (- ) 符 号 是 由 德国 仓 库 管 理 员 开 
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x 9 x 
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 3 6 


图 1-16 含有 正 数 及 负数 的 数 轴 


始 使 用 的 。15 世纪 ,德国 一 位 仓库 管理 人 根据 包 奖 箱 
重量 比 标准 的 重 (+ ) 或 既 ( - ) 而 景 先 启用 "一" 和 “+” 
的 符号 的 。 

这 些 带 有 " -"( 儿 的 数 叫做 负 的 数 或 负数 。 

这 样 ,在 图 1- 16 数 轴 上 ,由 0 往 右 的 整数 叫做 正 
整数 ,由 0 往 左 的 整数 叫做 负 整数 。 

正 整 效 和 负 整 数 相 交 在 0 处。 

对 应 于 该 数 输 上 点 的 数 确 定之 后 ,就 有 0 和 正 、 贫 
的 整数 。 

单独 喜 整 数 而 言 . 正 蓝 数 和 负 整 数 是 已 经 规定 了 
的 ,其 中 有 含 0 的 时 候 和 不 售 0 的 时 候 , 从 而 "0 和 正 、 
负 整数 "的 咱 法 是 正确 的 。 

在 负数 中 ,因为 嗓 有 贫 的 分 数 又 有 负 的 小 数 , 所 以 
当然 还 有 一 十， -1 坊 和 -0.5, 一 2.5 之 类 的 数 。 


在 图 1-17 的 数 轴 上 ,除了 整数 之 外 ,还 给 出 了 负 
分 数 和 负 小 数 。 

x は は x 
-6 -353-4 -31-2 -110 1 2 3 4 3 6 7 

一 2.5 -0.5 
图 1-17 

这 里 所 说 的 负 整 数 、 负 分 数 , 负 小 数 等 ,全 部 包括 

在 有 理 数 之 中 。 
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有 理 数 是 英文 tational mumber 的 直译 ,但 却 没有 
“合理 数 "的 含意 。 

ratio 原本 是 “ 比 " 的 意思 ,也 许 称 其 为 有 比 数 更 合 
适 。 比 就 是 * 有 分 数 形式 的 数 "。 在 英 译 日 的 数学 专用 
词汇 中 , 像 上 有 理 数 这 样 的 词汇 很 多 。 册 此 产生 的 无 理 
数 和 本 书 的 书 名 “虚数 ”, 世 是 数学 术语 的 词汇 之 一 。 

有 些 含 混 不 清 的 误 译 ,在 日 本 还 有 很 多 例子 。 

数 年 前 ,有 人 把 "catastrophe” 译 为 “破局 ”, 因 而 曾 
在 日 本 数学 界 热 闲 了 一 阵子 。 究 其 根源 却 发 现 , 半 文 
《国语 辞典 》 中 的 解释 与 英文 原 有 含意 截然 不 同 。 

牛顿 属于 大 器 晓 成 的 人 ,他 很 跷 才 上 学 读书 ,而 且 
学 习 上 成 绩 不 佳 。 因 为 有 一 次 受到 几 位 高 年 级 同学 的 洪 
象 , 使 他 感到 无 地 自 容 , 从 而 发 奋 用 功 学 习 。 之 后 ,学 
习 成 绩 有 明显 长 进 , 继 而 成 为 世界 一 流 的 伟大 数学 家 。 
这 和 肿 学 业 上 的 “突变 ", 正 烛 当 于 catastrophe 一 词 的 正 
确 译 意 。 

这 里 将 至 今 所 出 现 过 的 有 理 数 归纳 一 下 ,如 图 
1- 18 所 示 。 

有 理 数 
Eau Sa 


图 1-18 
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$1.12 无 理 数 的 发 现 


V2w3 等 数 以 及 er 等 文字 之 类 的 数 确实 存在 。 

无 论 什 么 电脑 都 有 w 平方根) 的 键 、 最 近 又 有 
带 x 键 的 ,但 不 知 何故 仍然 没有 。 健 。 

但 是 这 些 全 是 输入 在 电脑 中 的 x 和 VW ” 的 近似 
值 。x 是 圆周 率 , 即 圆周 和 直径 长 度 之 比 , 其 数值 为 
3.1415…,e 是 自然 对 数 的 底 ,其 值 为 2.7182-…。 

实际 上 ,这 些 数 是 小 数 点 后 继续 无 穿 的 无 限 小 数 ， 
而 且 许 该 称 为 不 循环 的 无 限 小 数 。 所 谓 不 循环 就 是 所 
出 现 的 数字 一 个 苇 一 个 , 毫 无 任何 规律 。 

至 于 2 3 等 数 是 代数 方程 式 的 解 , 故 称 其 为 代数 
无 理 数 ,而 e,z 等 数 则 是 有 理 数 系数 的 代数 方程 式 解 
中 未 曾 见 到 过 的 数 , 帮 称 为 超越 数 。 

无 理 数 是 无 法 写成 分 数 形式 的 数 , 若 将 无 理 数 写 
成 小 数 ,也 只 能 写作 无 限 小 数 。 虽 然 无 理 娄 的 近似 值 
可 写成 分 数 , 但 这 显然 不 是 无 理 数 的 真实 值 。 

这 些 无 理 数 的 实际 数值 ,如 于 : 

Y2 =1.41421356-… 
3 = 1.7320508… 
ゃ ニク .718281828… 
=3.14159265… 

以 上 这 些 特 殊 贡 数 , 经 过 高 性 能 电脑 处 理 后 ,人 小数 
沁 后 多 大 位 数 的 数值 都 能 计算 中 来。 

英国 人 尚 克 斯 (1812 ~ 1882 年 ) 干 1873 年 使 用 马 
-将 天 值 计算 到 小 数 点 后 晤 707 位 ,但 后 来 经 
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过 验证 ,其 精确 值 仅 有 527 位 。 

发 明了 电子 计算 机 之 后 ,英国 有 人 使 用 蕊 庭 公式 
展开 式 , 用 了 70 个 小 时 就 弓 将 tr 值 近 似 计 算 到 2035 
位 。 这 大 约 是 在 和 年 前 的 1949 年 的 计算 结果 。 

下 面 搞 其 一 部 分 介绍 如 下 。 

A 二 3.141592653589793238462643383279502884 

19716939937S1058209749445923078164062862 

0899862803482534211706798214808651328230 

6647093344609550532231725359408128431117 

4502841027019385211055596446229489549303 

8196442881097566593344612847564823378678 

316327I2019091 …… 

精确 值 的 世界 纪录 是 1989 年 由 金田 康正 先生 
计算 出 来 的 ,已 达到 10.7374 亿 位 数 , 花 费时 间 74 小 
时 30 分 钟 。 

在 小 数 中 , 既 有 0. 3!“: 和 0. 12 之 类 的 无 限 小 数 ， 
又 有 前 面 介 绍 过 的 /2 W3,e,x 这 些 变化 无 穷 的 无 限 小 
数 。 

这 种 新 出 现 的 无 限 小 数 是 不 入 环 的 ,而 且 所 出 现 
的 数字 是 一 个 接 一 个 地 毫 无 规律 的 。 这 样 的 无 限 小 数 
称 为 纯 无 限 小 数 。 

至 今 所 出 现 的 数 中 ,全 部 都 能 够 表示 为 分 数 的 数 
是 有 理 数 ; 而 这 里 的 /2,Y3,e,rr 等 是 不 可 化 为 分 数 的 
数 。 

这 种 不 能 表示 为 分 数 的 数 , 即 杂乱 无 序 的 无 眼 小 


Ts* ] 藉 文 误 为 0.3- 一 一 译 者 注 
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数 被 称 为 无 理 数 。 但 是 ,所 谓 的 “无 理 " 没 有 不 合理 的 
意思 ,也 许 称 为 无 比 数 会 令 人 更 容易 明白 些 。 也 就 是 
说 , 称 为 无 比 数 , 实 为 不 可 转化 成 分 数 的 数 。 

被 称 为 r 的 超越 数 ,实际 上 是 从 古 埃 及 时 代 起 就 
已 知道 的 十 老 数 。 

但 是 ,这 些 代 数 无 理 次 /2wW3 以 及 超越 无 理 数 ,x 
都 可 在 数 轴 上 表示 ,如 图 1-19 所 示 。 


Xx - 厅 -应 © 及 2 を x 
一 十 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 
-2 -1 9 1 2 3 4 


图 #~19 
如 果 采 用 这 种 数 轴 ,就 能 表示 全 部 有 理 数 和 全 部 无 理 
数 。 
整数 和 有 限 小 数 可 化 为 有 限 尘 数 的 分 数 , 有 无 穷 
多 个 ;图 样 , 数 轴 上 所 表示 的 无 限 小 数 的 数目 也 是 非常 
多 的 。 
有 理 数 和 无 理 数 统一 称 为 实数 。 也 就 是 说 , 数 轴 
上 的 点 所 表示 的 数 , 全 部 都 是 实数 。 
下 面 列 出 实数 分 类 表 如 下 : 
整数 …。ー3。-2。 一 1.0.1.2.3… 
1 0o 11 1 1 3 .. 
信明 ーッ ーー すす エー 
有 理 数 | 有限 小 数 …。-0.3, -0.2,0.3,1.5， 
2.7，… 
实数 循环 小 数 ….ー0.3.0.12。1.23 4,… 
代数 无 理 数 …y2.3.… 
電導 の ーー 
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这 样 分 类 时 ,0 也 包括 在 整数 之 内 了 。 当 然 ,0 在 
有 理 数 中 的 作用 是 很 重要 的 。 


还 有 号 是 分 子 先 分 母 大 的 假 分 数 ,但 最 好 还 是 化 


3 1 
为 部 =1+ 立 = 

进一步 , 若 让 工 表示 为 1= 十 = 立 = …, 则 整数 也 
可 化 为 分 数 。 

当然 ,2,3,… 也 有 时 候 认 为 是 分 母 为 1 的 分 数 。 

3 3 


妾 写作 当 =1+ 小 =1 汪 之 后 ,就 成 为 带 分 数 。 
当然 也 可 把 带 小 数 1.5 看 作 1+0.5。 
这 里 , 带 小 数 1.5 读 为 "1 点 5”。 


带 分 致 1 三 以 前 读 为 "1 又 3 分 之 2", 但 最 近 也 有 


人 读 作 "] 和 3 分 之 2 。 

以 上 介绍 的 是 数 产 生 的 梗概 情况 ,但 是 否 所 有 的 
数 全 部 亮相 了 咒 ? 没有 ! 还 有 一 个 非常 重要 的 数 将 在 
第 2 章 中 介绍 。 


S1.13 欧洲 也 使 用 算盘 计算 


关于 数 的 情况 ,大 家 差不多 已 经 让 了 一 些 了 解 ,但 
也 许 有 人 对 计算 还 存在 疑问 。 
古 时 候 是 怎样 计算 的 兄 ? 对 这 个 问题 ,下 面 略 作 
交待 。 
如 效 所 述 ,印度 ,阿拉 伯 数 字 是 印度 人 发 明 的 ,并 
由 阿拉 伯 人 传播 到 欧洲 ,之 后 经 丝绸 之 路 内 欧洲 传 到 
4 


以 中 国 为 主 的 东方 国家 。 

在 日 本 ,从 明治 时 代 开 始 正式 启用 网 拉 伯 数字 。 
当时 数学 不 是 一 门 学 问 , 它 只 是 出 自 证 税 及 经 商 需 要 
志 产 生 并 流传 下 来 的 。 在 没 发 现 堆 (0) 及 阿拉 伯 数 字 
前 ,人 们 使 用 算盘 计算 。 

早期 的 计算 工具 叫 算 具 (ab'acus》, 算 具 与 日 本 算 
盘 不 同 , 算 有 其 连 妆 此 园 的 入 子 们 都 会 使 用 。 

在 相当 长 的 一 段 时 间 里 ,日 本 一 直 都 在 使 用 算 益 。 

在 今天 的 惠 脑 和 计算 桃 普及 之 前 ,算盘 作为 重要 
的 计算 器 具 一 直 被 广泛 使 用 ,几乎 家 家 都 有 算盘 。 

现在 ,算盘 计算 的 方便 快捷 仍 不 减 当年 ,甚至 还 出 
现 了 名 片 大 小 轻 而 薄 的 计算 器 。 

自古 以 来 欧美 国家 也 使 用 算盘 迁 行 计算 , 像 日 本 
珠算 那样 注 有 1 级 .2 级 .3 级 等 顺序 ,但 不 是 竞争 计算 
快捷 准确 的 等 级 。 

日 本 人 手巧 ,日 本 人 的 珠算 可 谓 “ 天 下 无 敌 ” 

现在 ,也有 单 比赛 珠算 和 电脑 计算 速度 技巧 的 。 
另外 ,珠算 练习 也 是 培养 计算 能 力 的 好 手段 。 

因为 日 本 人 心灵 手巧 ,并 且 著 于 模仿 ,而 其 仿制 效 
果 可 达到 以 假 乱 真 的 程度 ,甚至 比 原本 固有 的 还 好 。 

相反 ,日 本 人 的 科学 思考 和 创造 能 力 却 稍 如 一 筹 。 
教育 要 培养 创造 力 和 思考 力 ,这 是 非常 必要 的 ,但 目前 
仍 未 达到 应 用 效果 ,这 只 好 期 待 未 来 的 教育 改革 。 

第 者 在 中 学 時 代 , 虹 大 術 50 年 前 ,理科 老师 普 对 
我 们 讲 过 :“ 利 用 原子 裂变 可 制造 具有 强大 破坏 力 的 炸 
弹 。” 另 外 ,还 听 说 过 ;“ 不 用 去 电影 院 就 可 在 自己 家 蛙 
看 电影 "大 约 又 过 了 10 年 , 凤 1945 年 (昭和 20 年 )， 
美国 在 日 本 的 广岛 和 长 崎 投下 两 颗 原 子弹 。 战 后 不 久 
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又 有 电视 机 出 现 。 

日 仿 战 争 中 ,俄国 士兵 使 用 了 机 关 检 (海军 叫 机 关 
地 ), 第 二 次 世界 大 過 中 又 出 現 了 原子 弾 , 日 本 都 惨 間 
失败 。 

拿破仑 皇帝 讲 过 多 数学 进展 与 国家 的 繁荣 目 盛 串 
意 相关 。” 高 斯 讲 过 :“ 数 学 是 科学 的 女皇 。 这 两 徊 话 ， 
真 可 谓 精 避 永 存 的 至 理 名 言 。 


$1.14 计算 机 程序 


由 于 电子 计算 机 的 发 展 ,目前 已 在 普及 个 人 和 学 
校 中 的 微型 电脑 ,所 以 最 后 这 一 节 稍微 介绍 一 下 电脑 
锥 序 。 

首先 ,关于 国 周 率 的 近似 什 , 阿 基 米 德 提出 的 范围 
章 己 凶 名 于 世 , 而 县 至 今 仍然 在 使 用 。 

阿 基 米 德 认为 ,图 周 率 x 近似 信 应 存在 于 以 下 范 


国之 内 :3 埠 <x<3 人 可 是 ,这 些 教 


性 写 为 小 数 后 ,是 循环 小 数 。 其 至 用 笔算 也 能 简单 得 
出 它们 的 数值 。 
使 用 电脑 ,要 按 电脑 程序 计算 。 


? 2/3:? PRINT 计算 季 信 并 打印 0.666667 


? 23#:# ， 精确 计算 闻 信 到 小 数 点 后 第 16 位 ， 
最 后 为 0.6666666666666667 
同 理 ， 
7 2217# 3.142857142857143 
?7 22371# 3.140845070422535 
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以 下 为 V2,v3 精 确 计算 到 小 数 点 后 第 15 位 数 信 
? SOR(2# ) V2 的 开平 方 值 1.414213562373095 
? SQR(3#) V3 的 开平 方 信 1.732050807568877 
接着 是 圈 周 率 小 数 点 后 第 15 位 近似 值 。 

? 4xATN(1 # )(r = )3.141592653589793 


下 面 ,使 用 正切 函数 tan 号 = V3 的 反正 切 函 数 


ctanY3 = 对 ,由 «= Sarctan V3( =3x 雪 ) 画 得 出 Tz 的 
近似 值 。 x 为 ( 相 ) 乘 ,ATN(Y) 为 arctanx, 邯 x 的 反正 
路 ?3xATN(SQR(3#)) 
C 了 的 反正 切 值 ) 
3.1415926533S9793 
很 长 一 段 时 间 里 ,在 欧洲 = 的 近似 信 取 为 和 ,这 


相当 于 112 位 循环 小 数 。 此 数值 自古 以 来 就 为 中 国 采 
用 [1。 


区 的 近似 值 有 以 下 关系 : 
355 22 
3.14 くく 3 で 3.1416< デ 


在 特 $ 这 个 数值 中 ,小 数 的 前 六 位 是 精确 的 ,所 以 
其 误差 小 于 百 万 分 之 一 。 
附带 说 一 下 ,使 用 3.1416 的 误差 小 于 十 万 分 之 一 。 
[ * ] 我 国 古 代 大 数学 家 祖 交 之 (429 ~ 300 年 ) 最 是 提出 跑 周 率 x= 


和 ,中 西方 数学 家 的 发 现 早 19 个 世纪 。 一 一 主 者 注 


44 


入 =3.1415929203539823008849557522123893805309 


T34513274336283185840707964601769911504424 


T7876106194690265486725663716 8 
这 相当 于 112 位 循环 小 数 。 这 是 用 袖珍 电脑 计算 的 结 
果 。 

所 使 用 的 袖珍 电脑 程序 记 之 如 下 。 

10 INPUT A,B 

20 N=0 

30 Q= INT(A/B) 

40 R=A-Q*B 

50 PRINT N,Q 

60 A=Rx10 

70 N=N+1 

80 GOTO 30 

90 END 
此 程序 含意 ,解释 如 下 . 

10 A=355,B=113 輸入 串 訪 

20 准备 NN, 并 令 和 为 0 

30 令 不 大 于 A1B 值 的 最 大 整数 为 日 

40 令 A-QxB 为 RR 

50 计算 N 和 Q 

60 令 Rx10 为 入 

70 入 是 比 原 秆 大 1 

80 ” 转 入 运行 标号 30 的 程序 指令 

90 程序 运行 结束 

在 已 经 出 版 的 《x 的 典 税 》 一 帯 (堀場 芳 数 著 , 朴 玉 
苏 译 ,科学 出 版 社 ,1998) 中 ,x 的 电脑 计算 程序 有 9 
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例 , 但 前 些 时 候 原 东 北大 学 教授 、 理 学 博士 平山 讲 提 出 
使 用 5 个 展开 式 计 算 x 的 电脑 程序 。 这 5 个 程序 使 用 
的 电脑 是 富士 通 M76016, 所 用 的 算法 语言 是 FORTRAN 
77, 并 且 得 到 奈良 女子 大 学 副教授 ,工学 博士 西风 弘 明 
先生 的 协助 。 


3 2 
VE- 
* PICNO. 1} 

REAL * 8PI 

Pi=6*(DSQRT(25.0D0 +0.75DO* * 2) 

ー-1.7D1/4)* *3 

WRITEC* , * ) “PI=" ,FI 

STOP 

END 
PI= 3.1409042827433697 


r=3+ ッ - 206+ 60x5* 306xsx30 
x (NO.2) 
REAL* 8 PI 
PI=3.0DO + L/DBLE(7) - 17DBTE(700) 
+ LDBLE(700 *9) + UVDBLE 
(700x9*30) 
WRTTEC* , * )*Pl= ,PI 
STOP 
END 
Pl=3.1415925925925920 


工 = ュ エ -1 
TF = 22tan +n ses44 


* PICNO.3) 
REAL x 8PL 
PI= 88 * DATAN(1/28.0DO) 
+4* DATAN(1/S6544.0DO) 
WRITE(C * , * )‘PI=’ ,PL 
STOP 
END 
PL = 3.1415926571500543 


@3 = テテ 1 + エ 3. 1 1 "5 


.135.1.1 ,... 
23 412-4 5' 盏 12.4:6 7 历 


x PI(NO.4) 
REAL* BPI,X 
Pl= 1.0D0 
X=0.5DO/4 
DO 10 1=2,50 
= Pi+ X/DBLE(CT* 2~ 1) 
X=Xx DBLE(I*2-1)/DBLE(CI* 8) 
10 CONTINUE 
Pi=PI*3.0DO 
WRITER * , * )’PI= ,PI 
STOP 
END 
PI = 3.1415926535897842 
CE 
(シャ ー プ 公式 農 井 式 ) 
x PICNO.5) 
REAL* 8PI,X 
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PL=1.0DO 

X=1.0DO 

DO 10I = 1,1000 

X= X/3.0DO 
(MOD(r。2) . EQ.0) THEN 


Fl=P+X/DBIE(I* 2+1) 


ESE 
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Pi= PI-X/DBEE(I* 2+1) 
ENDIF 

CONTINUE 

Pl= PI * 2.0DO * DSQRT(3.0DO) 
WRITE( * , * ) “PI= "PE 

STOP 

END 

Pl = 3.1413926535897922 


下 面 , 给 出 和 e 连 分 数 分 母 展 开 式 的 吃 脑 程序 
及 使 用 袖珍 电脑 的 计算 结果 。 


Edsssss 


DIM A(40) 

INPUT X# 

M# =X#1"] * 1000000000000000 
N# = 1000000000000000 

FOR I=1T0 20 

ACD = INTCM#/N# ) 

K# =M# -INICM#/N# )xN# 
PRINT A(D; 

对 并 =N# ま NN# =K# 


Ex ] 原 文 误 为 M# 。 一 一 译 者 注 
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100 NEXT 1 
:输入 义 # = 3.14159 26535 89793 时 ,x 的 连 分 
数 展开 式 首 先是 整数 3, 其 后 所 排列 的 连 分 数 
分 母 为 7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14 
e: 输 入 和 =2.71828 18284 59045 时 ,e 的 连 分 数 
展开 式 首 先是 整数 2. 其 后 所 排列 的 连 分 数 的 
分 母 为 1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1, 
12,1,1 
自然 对 数 底 e 的 近似 值 可 精确 到 16 位 有 效 数字 。 
以 下 介绍 采用 e 的 展开 式 之 电脑 程序 。 
まとい 
* CONSTANTE 
REAL* 8E,X 
E=0.0 DO 
X=1.0 DO 
DO 10 I= 1,100 
E=E+X 
X=X/DBLE(CD) 
10 CONTTNU 
WRITEC* , * )'E=",E 
STOP 
END 
E=2.7182818284590433 


N 
图 。 展开 式 {。 = 1 + > 十) 的 计算 机 种 序 


《精确 到 小 数 点 后 第 1 位 数字 ) 
10 INPOT N 
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K# =1:S# =t 
FOR I=1 TON 
KK# =K# *I 
SS# =S# +1/K# 
TPRINT 1,$# 
NEXT 1 
输入 N=20 时 ,e 值 的 输出 为 : 
2 
2.5 
2.66666 66656 66667 
2.70833 33333 33333 
2.71666 66666 66667 
2.71805 55555 55556 
2.71825 39682 33968 
2.71827 87698 4127 
2.71828 15255 73192 
2.71828 18011 46385 
2.71828 18261 98493 
2.71828 18282 86169 
2.71828 18284 46759 
2.71828 18284 S823 
1S 2.71828 18284 58995 
16 2.71828 18284 59042 
17 2.71828 18284 59045 
18 2.71828 18284 59045 
19 2.71828 18284 59045 
20 2.71828 18284 59045 
e 2.71828 18284 59045 23536 02874… 
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mm ーー 
下 由 Nv 


ーー 从 2 次 方程 式 解 到 
虚数 单位 i 的 发 现 一 一 


St 


き 2.1  : 各 43 芋 - 地 5 芋 - 和 


妆 所 周知 ,自古 以 来 就 大" 鱼 难 算 " 这 一 类 计算 问 
题 。 俗 话说 ;:“ 千 年 淮 , 万 年 龟 ”, 通常 认 为 龟 知 是 长 寿 
命 动物 的 代表 。 实 际 上 , 淮 大 约 只 能 生存 60 年 , 锡 也 
员 能 活 170 年 。 

例題 和 锡 与 锥 共有 7 只 ,它们 的 服 加 起 来 是 22 
条。 亲鱼 、 骸 各 有 几 只 ? 

此 题解 法 很 多 。 首 先 ,用 小 学 算术 解 管 。 其 中 汐 
一 个 方法 给 出 如 下 。 

解 :如 果 了 只 全 都 是 蕉 , 则 良 的 总 数 为 2x7= 14 
条 。 可 是 ,已 如 此 题 共 有 22 条 腿 。22- 14=8& 条 腿 , 是 
多 出 来 的 龟 腿 数 。 如 果 1 头 龟 代替 上 只 蕉 , 肚 的 数目 
就 要 赠 加 2 条 。 这 里 ,8=2=4。 因 此 ,应 该 只 有 4 头 
急 。 

所 以 , 准 的 数目 为 7 了 -4=3 只 ， 

和 蔡 : 有 3 只 卜 4 只 龟 。 

除 此 之 外 ,还 有 各 种 计算 方法 。 例 如 , 先 考虑 全 部 
7 只 都 是 龟 , 那 时 龟 采 总 数 为 4x7=28 条 。 28 22=6 
是 多 出 来 的 移 膀 数 ,这 祖 当 于 有 6:2=3 只 准 , 而 龟 则 
有 7 了 -3=4 只 。 


$2.2 沪 程 江 求解 法 


如 果 是 小 学 高 年 级 生 或 中 学 生 , 则 可 使 用 被 称 为 
变数 的 未 知 数 x 和 y, 求 解 如 下 。 
解 : 设 息 的 数目 为 x, 则 欧 的 数目 为 7- xc 因为 
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每 只 龟 有 4 条 腿 , 每 只 鹤 有 2 条 腿 , 因 此 能 得 到 以 下 方 
程式 : 
4*+2(7ー ァ ) = 22 
展开 上 式 后 , 则 有 4xz +14-2x =22 
整理 x 的 同类 项 后 ,2x=8 
两 端 除 以 2, 得 x =4 
所 以 , 茜 有 7-4=3 只 。 

答 : 有 3 只 条 4 只 色 。 

在 此 问题 中 ,将 稚 的 数目 当 作 x 也 可 以 ,这 样 , 方 
程式 则 为 25 +4(7 一 x) =22, 并 且 -25 = -6 两 端 除 
以 负 的 数 之 后 ,得 x =3。 这 种 解法 对 中 学 生还 可 以 ， 
对 于 小 学 高 年 级 生 也 许 就 稿 微 难 了 些 。 

这 种 使 用 未 知 数 * 的 一 次 方程 式 解 题 的 方法 称 
为 一 元 一 次 方程 式 解 是 法 。 

如果 使用 和 y 两 个 未 知 数 解 题 ,结果 又 如 何 呢 ? 

解 : 设 炮 的 数目 为 *, 龟 的 数目 为 y, 由 头 数 和 腿 
数 可 列 出 2 个 方程 式 如 下 。 

ォ ナ オア = ニア 《1) 
2xz + 4y = 22 (2) 

可 是 ,(2) 式 各 项 系数 均 为 僵 数 ,两 端 除 以 2 后 ,可 

以 简化 为 (3) 式 
x+427=11 (3) 

这 里 , 解 (1) 和 (2) 的 联 立 方程 ,如 同 改 为 解 (1) 和 
《3) 的 联 立 方程 一 样 。 因 为 (2) 和 (3) 是 同 值 方程 式 。 
也 就 是 说 

2x +4y = 220s +2y = 11 
在 此 ,(3)- 《1) 得 y=4。 
洗 y=4 代 入 (1) 后 ,由 x+4=7,x=7 一 4， 
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据 此 ,x =3。 

管 : 急 有 4 只 , 扔 有 3 只 。 

可 是 ,(1) -(3) 后 ,-y= -4, 两 端 除 以 -1, 则 
y=4, 这 对 小 学 生来 讲 , 也 有 些 图 难 。 我 们 看 到 ,无 论 
用 算数 方法 解 ,还 是 用 一 次 方程 式 求解 ,其 答案 当然 完 
全 相同 。 

这 种 解 题 方法 ,因为 是 使 用 x 和 yy 两 个 未 知 数 
(元 ) 的 联 立方 程式 , 故 称 为 二 元 联 立 方程 式 。 

因为 这 种 问题 使 用 的 是 龟 和 和 窟 ,自古 以 来 就 被 称 
为 龟 炮 算 题 。 

这 样 ,不 管 各 有 几 条 肋 , 规 定 二 种 以 上 不 同 数目 腿 
的 问题 ,统称 为 邹 准 算 问 题 。 

例如 ,农夫 和 稻草 人 的 问题 也 如 此 。 但 在 这 种 情 
况 下 ,农夫 有 2 素 腿 ,如 果 稳 草 人 不 是 1 条 爵 的 ,而 是 2 
条 腿 , 则 就 不 是 刍 崔 算 之 类 的 问题 了 。 

再 有 ,甚至 10 条 腰 的 总 央 和 8 条 腰 的 章鱼 也 属 龟 
蕉 算 问 题 。 可 是 ,没有 腰 的 木 桶 和 幽灵 之 类 ,就 不 是 包 
稚 算 问题 。 还 有 ,2 种 不 同类 (型 )} 的 东西 ,两 者 的 腹 数 
都 相同 , 那 也 不 是 龟 淮 算 问 题 。 

前 面 所 讲 的 算式 也 包括 在 联 立 方程 式 解法 之 内 ， 
因为 两 式 相 加 或 相 沽 后 ,可 以 消去 一 个 未 知 教 。 

因此 ,从 广泛 意义 上 讲 , 称 为 消去 法 更 合适 。 

也 就 是 说 ,在 未 知 数 多 的 联 立 方程 式 中 ,逐个 消 元 
并 顺 次 求 出 全 部 未 知 数 。 

因此 ,加 减法 是 一 种 消去 法 ,通常 称 为 加 减 消去 
法 。 

此 外 ,还 有 代入 消去 法 。 下 面 未 看 看 这 类 问题 的 
另 一 种 解答 方法 。 
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例题 “一 张 长 方形 的 纸 ,其 相 邻 边 之 和 为 7 砷 米 ， 
面积 为 12 平方 厘米 。 试问 该 长 方形 纸 的 相 邹 这 种 有 
多 长 ? 

解 : 设 长 方形 纸 相 分 亡 长 为 x 厘米 和 y 厘米 ,并 按 
题 意 列 击 2 个 等 式 


f +y=7 ” (1) 
zy = 12 (2) 
由 (1) 式 可 知 
y=7—x (3) 
将 (3) 式 代入 (2) 式 后 得 
x(7 -x)= 12 
上 式 展 开 得 


7 フェー タダ = 12 
粮 妇 系数 为 正 及 的 降 敌 顺序 整理 上 式 后 , 则 
x -Tx+12=0 
这 里 , 左 端 二 次 三 项 式 可 因 式 分 解 为 
(x—-3)(x-4)=0 
据 此 和 = 3 或 % = 
将 此 结果 代入 (1) 式 得 y=4, 或 y=35"1。 
管 : 相 邻近 长 为 3 厘米 和 4 厘米 。 
此 解法 中 出 现 的 窜 -7xa+1l2=0 方 程式 , 川 做 二 
次 方程 式 或 一 元 二 次 方程 式 。 
下 面 ,再 介绍 另 一 种 解 题 方法 。 
解 : 如 果 取 长 方形 的 长 边 为 x 硅 米 , 则 其 短 边 应 
为 人 一 4) 厘 米 。 
可 是 ,已 知 长 方形 面积 为 12 平方 是 米 , 所 以 可 有 


[ * ] 原 文 漏 控 此 歩 障 。 一 一 幼 親 注 
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以 下 二 次 方程 式 x(7 - x) = 12。 

展开 此 式 ,整理 并 因 式 分 解 后 ， 

s+12 =0,(x-3)(*-4) =0 

则 可 得 到 前 一 解法 相同 的 管 案 ,x=3,4。 

可 是 ,最 初 假定 长 边 为 厘米 , 故 x=4 厘 米 ,而 
短 近 这 长 是 7-4=3 昕 米 。 

这 种 解 题 法 所 得 到 的 和 =3, 是 不 合适 的 答案 。 

那么 ,左边 二 次 三 项 式 可 以 因 式 分 解 ,所 以 就 意外 
简单 地 解答 此 题 , 但 对 一 般 二 次 方程 式 

x + be +co=0 (oy0,0,5,c 为 常数 ) 
并 不 都 能 分 解 为 两 个 因子 , 那 时 此 问题 就 不 能 这 样 做 
了 。 

这 时 ,就 得 使 用 二 次 方程 式 解 的 公式 。 

此 公式 是 公元 了 世纪 时 最 先 由 后 度 伟大 效 学 家 小 
罗 摩 筑 多 发 现 的 。 

在 说 明 怎 样 产生 该 公式 之 前 , 先 讲 讲 印 度数 学 家 
们 的 一 些 情 况 。 

公元 六 世纪 ,印度 数学 非常 发 过 。 众 所 属 知 ,由 于 
10 进 制 记 数 法 和 0 的 发 现 ,使 笔算 成 为 可 能 ,并 有 负 
数 的 发 现 等 等 很 多 创造 发 明 。 

以 上 这 些 , 据 说 都 是 阿 子 波多 学 派 的 发 现 。 

发 现 二 次 方程 式 解 公式 的 装 罗 摩 澳 多 ,于 公元 
598 年 出 生 在 印度 西北 部 的 乌 机 因 州 ,享年 不 明 , 他 既 
是 一 位 数学 家 又 是 一 位 天 文学 家 。 

公元 628 年 ,他 出 版 7 了 7《 北 罗 摩 修正 体系 》 一 书 , 书 
中 批判 了 印度 言 老 的 阿 耶 波多 学 说 ,并 且 客 述 了 算术 
及 计算 方法 等 。 

另外 ,该 书 还 介绍 了 一 次 方程 式 和 二 次 方程 式 的 
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解法 以 及 使 用 0 的 10 选 制 数 和 无 穷 大 的 研究 。 
下 面 继续 介绍 二 次 方程 式 解 的 公式 。 


$2.3 二 次 方程 式 的 求解 公式 


稍微 复杂 点 ,让 我 们 来 看 看 二 次 方程 式 ax? + Bx + 
c=0Caz0,a,b,c 为 常数 ) 解 的 公式 


ーー と キー4e 是 怎样 得 出 的 。 


二 次 方程 式 的 各 项 系数 e, ゅ 。c 均 为 常数 ,x 是 未 
知 数 《变数 ) ,这些 都 是 实数 。 

因为 <z0, 将 a 提出 后 ,二 次 方程 式 则 成 为 

sa + + 2) = 0 
首先 ,以 a 除 等 式 两 端 , 则 其 形式 改变 为 
タキ 了 十 そそ =0 
全 a 

将 上 式 左 端 小 成 完全 平方 三 项 式 , 即 改变 为 

(x~a)* 形 式 , 则 有 


”++ (去) - (去) + 六 -0 


(+ 起 )】 を 人 -0 


% 


4g* 
移 项 
に 
a 40 
等 式 两 端 同 时 开平 方 后 
b 4ac 


则 x+ 填 =+ 
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移 项 ,使 等 号 左 端 仅 为 > 


将 等 号 右 端 妇 并 为 一 项 后 


ュー5 ま マザー 4ee , 即 为 所 求 。 


2g 
这 就 是 二 次 方程 式 ,更 确 芭 地 说 ,是 一 元 二 次 方程 
式 解 的 公式 。 式 中 +V 4 是 +VA4 和 -YA4 的 总 思 。 
在 此 来 看 看 ,使 用 此 公式 求解 前 面 提 到 的 长 方形 
问题 。 
因为 g=1, ゅ = -7,c= 12, 所 以 
-Tx+12=0 的 解 为 
-Dev(-7) -4x1x2 
ー 2x1 


リサ ェ 4 ウー 48 T+4+1 


和 = 2 > を テー ター 
故 x=4 和 3, 即 为 所 求 。 
如 果 利 用 这 个 公式 ,那么 ,二 次 方程 式 解 就 可 表示 
为 所 求 方程 式 系数 的 代数 式 。 
此 公式 应 该 是 高 中 学 生 尽 人 贮 知 的 公式 。 
可 是 ,如 果 x 的 一 次 项 系数 为 僵 数 , 即 b=24', 则 
该 公式 就 会 更 简单。 
将 58=24b" 代 入 该 式 ， 
EY -4ac 
ー Za 
则 
2 EV 《28 六 一 4ec 
ー 2 


58 


ーー2 が 0 ょ V 4097 ー4ee 


a 


_ 28 42V Oac 
= 2 


故 x = 二 六 主 の * ae 
a 
例题 求解 x: -2x+1=D 
解 : 因 a=1,b =-1,c=1, 
所 以 


1 キツ (-1 ゲ デー1x1 
1 


x = 


ャ = エキ ェ 1ー1。 
ャ =1( 重 复 解 ) 
这 样 ,x 值 只 有 1 个 时 ,叫做 “有 重复 解 "或 “双重 
解 "。 过 去 还 称 其 为 重 根 ”。 
这 是 因为 已 知 方 程式 (x 一 1 站 =0, 故 x 和 慎 只 有 1 
个 。 


为 易 懂 起 见 , 上 面 洒 用 了 一 个 简单 例题 ,即使 例题 
更 复杂 些 ,同样 也 完全 能 够 解 出 来 。 


$82.4 虚数 单位 2 是 让 样 产生 的 


那么 ,我们 现在 来 看 看 ,如 何 利用 二 次 方程 式 的 求 
和 解 公 式 , 挑 战 出 较 复杂 一 些 的 问题 。 

例題 求 钥 x*+2x+3=0 

解 :因为 x 的 一 次 项 系数 为 偶数 ， 
所 以 
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zs ニニ 1 EY -3 
ミー1 ェ ダー2 

看 到 这 种 x = -1+w 一 2 的 答案 ,大 家 无 不 感到 
奇怪 。 整 体 来 讲 ,w -2 这 种 数 是 什么 数 呢 ? 

至 今 已 出 现 了 各 种 各 样 的 数 ,但 往往 总 是 规定 
YY ”内 作为 0 或 正 数 。 也 就 是 说 ,是 (实数 )?>>0 的 数 。 

マ 一 2 是 平方 为 负 的 数 。 

例如 ,2 =2x2=4(-2)2= -2x -2=4,0 =0, 
所 以 不 应 该 有 平方 为 负 的 数 出 现 。 

这 里 所 出 现 的 数 与 以 前 的 数 不 同 , 它 不 是 实数 。 

这 种 新 数 叫 敌 虚数 。 正 确 地 讲 应 称 之 为 纯 虚 数 。 

这 种 数 原本 是 “想像 中 的 数 ” 的 意思 , 即 不 是 实际 
存在 的 数 。 

所 谓 虚 数 是 平方 为 负 的 数 ,没有 “ 空 "和 “无 ”之 类 
的 含 疙 ,而 是 人 们 聪明 的 头脑 中 所 想像 出 来 的 新 数 。 

翻 开 《 英 日 辞典 ?看 看 ,imagine 有 “想像 ”imaginary 
有 “想像 的 "“ 假 想 的 "之 类 庚 构 的 译 意 。 

把 它 译 为 虚数 ,并 不 是 当初 日 本 数学 家 的 英语 水 
平 係 。 

在 十 希腊 和 十 印度 时 期 ,没有 平方 根 为 负 的 数 , 若 
偶然 出 现 也 将 它 抛弃 。 

反 过 来 看 此 事实 , 当初 的 数学 家 实际 上 不 知道 炭 
数 确 实 存在 。 

不 过 ,16 世纪 在 意大利 屿 行 求解 三 次 方程 式 方法 
的 竞争 ,这 时 虚数 的 存在 已 告 一 上 段落。 肯定 确认 虚数 。 
名 平 方 为 负 的 数 之 后 ,三 次 方程 式 的 实数 解 也 就 名 正 
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言 顺 了 。 

这 里 提 到 了 三 次 方程 式 , 所 以 就 换个 话题 ,稍微 讲 
讲 三 次 方程 式 解法 的 传说 。 

三 次 方程 式 的 一 般 通 用 解法 ,经 常 被 称 为 “卡尔 塔 
庶 解 法 ”。 可 是 ,发 现 此 解法 的 人 是 意大利 数学 家 塔 尔 
塔 利 亚 (Nicolo Tartaglia,1499 ~ 15S7) ,其 真实 名 姓 为 尼 
柯 : 冯 塔 那 (Nicolo Fontana)。 

塔 尔 塔 利 亚 的 意大利 语 是 “口吃 的 人 ”。 

他 出 生 于 家 境 贫 困 的 农民 家 庭 , 生 下 来 不 久 父 亲 
就 去 世 了 ,是 母亲 一 手 将 他 抚养 成 人 。 

6 岁 时 他 和 曾 焉 骄 乱 之 难 , 并 被 攻 战 意大利 的 法 军 
士兵 砍 伤 头 部 ,也 有 传说 他 被 又 短 的 法 军士 兵 割 了 舌 
头 ,从 而 留 有 口吃 的 病根 。 

由 于 家 境 贫 困 ,无 钱 交 纳 学 费 , 所 以 他 从 小 不 能 进 
学 校 读 蔬 ,只 售 呆 在 家 里 自学 数学 ,并 借助 他 语言 学 方 
面 非凡 的 记忆 旋 ,逐渐 掌握 了 贰 、 法 、 德 以 及 拉丁 语 和 
着 器 文 , 从 而 可 以 自由 阅读 外 文 数学 书刊 读物 。 

他 曾 在 米兰 大 街 上 开设 了 一 家 “数学 咨询 事务 
所 "”, 用 以 维持 生计 。 他 勤 于 钻研 数学 和 苦于 奋斗 的 结 
林 , 使 他 发 现 了 三 次 方程 式 的 一 般 解 法 。 

可 是 ,当时 流行 数学 竞赛 的 风尚 ,所 以 他 的 发 现 不 
能 公开 发 表 。 

那 时 候 有 一 位 叫 卡 隶 达 诺 (Hieronymo Cardano, 
1501 ~1576) 的 数学 家 ,得 知 此 情 就 多 次 向 尼 柯 - 冯 浴 
那 讨 教 , 但 却 展 遭 拒绝 。 可 是 ,卡尔 达 诺 控 室 心思 地 百 
般 乞 求 ,并 在 “ 绝 不 外 和 传 ”元 言 约束 下 , 尼 柯 ' 冯 塔 那 部 
强 管 应 了 卡尔 达 诺 。 

可 是 ,怎么 也 没 想到 ,后 来 卡尔 达 浇 竟 大 言 不 怖 地 
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以 “本 人 独自 发 现 " 发 表 了 三 次 方程 式 解法 。 尼 柯 " 冯 
塔 那 气 愤 地 抗议 卡尔 达 诺 的 背 信 弃 义 ,并 对 他 据 骏 芹 
喜 的 不 道德 行为 严 加 斥责 ,但 卡尔 达 诺 对 此 一 直 你 持 
急 默 。 

卡尔 达 诺 是 数学 家 ,也 是 位 医生 。 后 来 一 段 时 其 
还 担任 过 意大利 帕 维 亚 市 市 长 ,甚至 还 是 宙 山 贼 雪 儿 
为 妻 的 专业 赌博 能 手 , 素 有 “天 方 狂人 "之 雅号 。 

现在 问 过 头 亲 继续 讲 , 确 认 虚 数 定义 中 平方 为 负 


的 数 。 习 = -1, 达 是 度数 的 七 个 奥秘 之 一 。 
同样 ,VW -2,-v -2,v -3,-Y-3 之 类 的 数 凤 
为 虚数 ( 纯 虚 数 )。 


这 里 我 们 再 来 看 看 与 此 相同 的 实数 。 

按 规定 (4 =2, 一 Y4 三 -2, 但 平方 为 4 的 数 却 有 2 
和 一 2 两 个 数 。 

因为 A ( 读 为 平方 根 号 或 省 略 读 为 根 号 ) 经 常 都 
是 正 的 ,至 于 平方 为 抽 的 韦 数 却 有 正和 负 的 两 个 。 

因此 ,二 4, -ww 二 4 的 平方 都 是 -4。 

作为 表示 唐 数 的 符号 , 取 其 英文 字 头 ,规定 度数 
定义 为 io 

虚数 单位 主 是 平方 为 ~ 1 的 数 。 也 就 是 说 ,六 = 
-] 或 ?=w -1。 

确定 座 数 单位 为 i 的 人 是 瑞士 数学 家 欧 拉 ,他 还 
计算 过 圆周 率 x 并 且 确 定 自然 对 数 的 底 为 e, 亿 是 因 
促进 数学 发 展 而 闻名 于 世 的 伟大 数学 家 。 有 关 网 拉 的 
生平 事迹 将 留 在 第 7 章 中 详 述 。 

定义 平方 为 -1 的 数 有 两 全 ,1 个 是 i=v -1, 还 
有 一 个 是 i= ~w 1。 
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这 样 规定 之 后 ,刚才 平方 为 -4 的 数 也 有 2 个 ,一 
个 为 -=2i, 男 一 售 是 V 一 4= -2io 

这 样 ,使 用 虚数 单位 之 后 ,前 面 讨论 过 的 二 次 方 
程式 x* +2x +3=0 的 解 ( 根 ) x = -1+w -2 则 可 表 
示 为 x=ー1 ょ 72 

这 样 ,通常 将 -1+Y2i, 一 1 -V2i 用 一 般 形式 表示 
为 地 土 天 或 G 土 动 。 但 这 里 的 ab 几 为 不 是 0 的 实 
数 。(a+ 匹 ) 这 种 形式 的 数 巴 做 复数 。 

可 是 ,复数 不 是 实数 ,复数 是 不 考虑 大 小 关系 的 。 
也 就 是 说 ,出 更 了 没有 大 小 关系 的 “新 数 ” ,这 也 是 虚 炒 
七 个 贵 秘 之 一 。 

在 使 用 复数 的 电工 学 中 ,规定 i( 电 流 强 度 ) 表 示 
电流 ,所 以 就 用 j 表示 虚数 单位 ,从 而 有 一 1 + jv2， 
-1 一 jY2 这 样 的 表达 方式 。 也 就 是 说 ,在 电工 学 中 ， 
复数 是 ga+ 記 (a,5 为 实数 ,j 为 远 数 单位 )。 

因此 ,天 = -1,7=Y 一 1, 并 按 通常 习 蛋 像 & 士 办 
那样 ,将 j 写 在 b 之 前 。 

那么 ,现在 再 回头 看 看 二 次 方程 式 和 三 次 方程 式 
的 问题 。 

例题 求解 好 -4x+7=0 

解 :由 二 次 方 种 式 解 的 公式 和 x 的 一 次 项 系数 为 
偶数 可 知 ,*=2 ェ 4 こ 7、 所 以 =2 ェ アー3。 

据 此 ,xz =2+V3i 
因此 答案 为 = 2+Vv3iz = 2-Vv3 
例题 求解 妇 -6x+15r -14=0 

解 : 设 等 式 左 端 为 f(x) 


f(x) = ダー6z2 + 15x—14 
将 x=2 代 入 上 式 后 


因为 
2 = ダー6x グ ォ 15x2ー14 
=8-24+30-14=0 
所 以 该 方程 式 左 端 含 有 x -4x + 7 
(x 一 2) 因 子 。 #2 65 +15x—14 
ター ニタ 
在 此 , 像 右 侧 坚 式 ーー 
那样 ,以 (xz -2) 除 之 可 A + Bx 
得 7 ァ -14 


(x -2( デ ー 和 を + の =0 

因此 ,x=2,x*: 4z+7=0 
由 前 面 例题 可 知 , C(x? 一 4x+7)=(2+4Y3i(2-Y3i)=0 
所 以 ,此 例题 的 瓯 案 可 由 (x 一 2)(2+43i)(2 -V3 り =0 
得 知 。 

故 s=2,x=2z+VY3 共 有 3 个 答案 。 

例题 已 知 电阻 R 为 8Q( 欧 姓 )、 肖 抗 去 的 着 数 
部 分 为 下 = 6 在 串联 电路 中 施加 交流 电压 100V 时 ， 
按 下 列 公式 计算 所 流 过 的 电流 值 了 和 功率 cee9。 

公式 : 


。 。 VV, 

る =R+ 拓 ろ = コル ュ ツ だす 
の = tan 

解 : 由 医 抗 公式 得 み =R+ 所 =8+ 
レー 也 

电流 由 各 = 地 可 知 


bb 
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fu 100 100(8-j6 
ZZ 8+j6 (8+ 6)(8- 6) 
100(8 - 16) _ 100(8 - j6) 
+ 一 100 
所 以 ,j=8~ 打 


据 此 ,T=1jl=VE+6 =v100,..1=10(A) 
这 是 所 求 的 时 流 强度 。 
接着 ,假定 功率 角 为 8 


8 = を 可 知 
。 9 =tan' 呈 , 氢 此 tang = 坊 


由 图 2-1 可知， 


这 是 回路 功率 。 

可 是 ,在 含有 组 中 工 ,电容 于 和 电阻 妨 的 回路 中 
有 交流 电 通 过 时 , 电 葡 与 电流 于 成 比例 ,而 阻抗 广 
为 其 比例 系数 。 

还 有 ,用 三 角 函 数 表示 电压 和 电流 位 相 偏 移 角 日 
时 , 则 回路 功率 为 cos0。 
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再 者 ,为 了 强调 交流 所 理论 中 电流 、 电 压 为 复数 所 
表示 的 量 , 在 它们 的 符号 上 方 附加 “*”。 
因为 不 太 习 惯 这 种 钢 题 ,也 许 会 感到 困难 些 ,但 在 
电磁 学 中 这 却 是 非常 重要 的 基础 知识 。 
当然 ,这 也 不 是 高 中 水 平 的 问题 , 升 入 大 学 学 习 交 
流 电 理论 时 ,肯定 会 和 到 此 类 问题 。 
还 有 ,交流 电 秆 和 电流 是 正弦 振动 变化 的 ,也 就 是 
说 是 按 正 琵 曲 线 振动 交 化 着 的 ,因此 可 用 三 钢 函 数 来 
表示 。 
在 第 4 章 中 要 介绍 的 三 角 函 数 和 复数 ,当然 是 颇 
有 缘分 的 。 
CDy 在 交流 电 理 论 和 亿 气 困 
Ey 90 ”路 问题 中 使 用 复数 ,原本 是 
Ox (ps 因为 交流 电 与 三 角 函 数 有 一 
マル レス 种 切 也 切 不 断 的 关系 ,所 以 
っ 90 使 用 复数 后 的 代数 计算 非常 
Cy 简单 方便 。 
图 2-3 在 接着 往 下 讲 之 前 ,还 
有 一 个 重要 问题 项 要 交 符 。 
如 图 2-3 所 示 , 取 x 轴 和 y 轴 ,并 以 0 为 中 心 ,之 
后 规定 x 轴 的 右 侧 为 正 (+ ), 左 侧 为 灸 (一 )3y 轴 上 方 
为 正 (+), 下 方 为 负 ( - )。 
这 里 引入 了 具有 方向 和 大 小 的 向 盾 。 例 如 , 力 为 
向 量 。 
请 大 家 联想 高 中 数学 和 斩 理 中 有 关 力 的 回忆 。 
取 婴 量 信 (或 及) 为 < 轴 正 (+) 方 向 , 取 总 《或 
闻 ) 与 正方 向 的 y 轴 一 玛 。 
PE 一 一 有 与 x 轴 负 方向 一 到 。 
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还 有 , 户 民 = 到 与 y 轴 负 方向 一 致 

而 六 = -~ 上册 又 返回 原来 的 位 置 。 

再 有 ,4 上 面 附加 的 “," 是 表示 4 为 复数 的 意 轧 ， 
这 在 前 面 已 经 提 及 。 

按 以 上 那样 考虑 过 后 ,虚数 单位 j 乘 和 4 向 量 后 ,其 
向 量 大 小 14 1 不 变 ,而 仅 其 方向 反 时 针 ( 向 左 ) 旋 转 
90°。 

因 地 , 反 过 来 将 -区 负 的 虚数 单位 ) 乘 向 量 甩 后 ， 
该 向 量 大 小 141 不 变 , 而 仅 其 方向 闫 时 针 ( 向 右 ) 旋 转 
90?。 

一 般 情 况 下 ,车 n 为 正 整 数 ,j"* 则 为 反 时 针 旋 转 
90°xn, 而 (一 让" 则 为 版 时 针 旋 转 90? x n。 


§2.5 三 次 方程 式 的 一 般 解 


近代 数学 中 ,三 次 方程 式 的 一 般 解 法 介绍 如 下 。 
直接 令 述 这 个 问题 是 相当 困难 的 ,所 以 先 从 二 次 
方程 式 解 法 讲 起 。 
最 简单 的 二 次 方程 式 具 有 以 下 形式 。 
xz -2x =0, 因 数 分 解 后 , 则 为 
ァ (z -2) = 0, 故 x = 0,2。 
这 种 因数 分 解 是 使 用 提出 共同 因数 的 公式 
ma + mb = ma + b&b) 
出 于 x(x-2)=0: 故 x=0,2 是 代数 学 的 基本 性 
质 , 面 且 使 用 “4-B8B=0 的 充分 必要 条 件 是 4=0 或 
B=0", 即 4- 昌 =0 一 4=0 或 了 日 =0, 反 之 亦 然 ,和 =0 
或 B=0 一 4- 有 =0。 改 写 之 后 则 4・8=0e ゆ 4 =0 或 
B=0。, 在 数学 方面 “4 =0 或 B=0" 蚌 指 “4,8B 至 少 有 
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一 个 为 0"。 
也 就 是 说 ,4=0, 即 至 舌 0;4 天 0, 即 召 =0, 甚 至 
4=B=0 都 可 以 。 


这 些 用 集合 图 描绘 , 则 
pa 2-4 中 的 双 斜 级 部 分 
所 示 。 

下 面 举 出 一 个 因数 分 
解 为 (x 一 a)(x 一 5) 形式 的 


例如 ,x 一 54 +6=0, 此 方程 式 可 分 解 为 (x 一 2) 
(x 一 3) =0, 所 以 x=2 和 3。 

再 举 一 个 可 分 解 为 (ax - 5)(cx - 中 形式 的 因 式 ， 
例如 ,6x? -19x +15=0, 该 方程 式 可 分 解 为 


(2z -3)(3x -5) = 0, 帮 = 总 王 。 
这 三 个 例题 当然 也 可 用 二 次 方程 式 求解 公式 来 
解 。 
现在 我 们 来 看 看 三 次 方程 式 问题 。 恕 果 三 次 方程 
式 的 因数 有 1 个 是 已 知 的 ,其 所 全 下 的 就 是 二 次 方程 
式 了 ,这 可 用 因 式 分 解 ,了 世 可 使 用 求解 公式 来 解 。 所 
以 ,关键 是 先 找 到 一 个 因数 ,这 并 不 是 很 难 的 问题 。 
下 面 介绍 一 神 叫 做 因数 定理 求解 的 简便 方法 。 
也 就 是 说 ,将 方程 式 解 ( 根 ) 的 数值 代入 原 方程 式 
后 ,使 等 式 两 边 的 数值 相等 , 印 左 端 = 右 端 。 
将 这 称 为 “ 解 的 值 满足 原来 的 方程 式 "。 
详细 讲 来 , 即 
x 一 5x+6=0 的 解 为 x =2,3, 将 2 或 3 代入 原 
来 方程 式 , 则 有 
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ダーSx2+6=4ー10+6=O0 
ダーSx3+6=9ー1S+6=0 
这 种 方法 可 书写 如 下 
当 が)= ダ デー35 を +6, 則 (2)=27-Sx2+6= 
4-10+6=0, 即 (2)=0。 同 理 ,zx=3 时 , 则 73)=0。 
这 里 ,x -5r46= (x-2)(x-3)=0 
进一步 , 解 三 次 方程 式 が 6 が + szー-6=0 時 
将 x=1 代 入 左 端 的 作 x)=%” 一 6x* +1tx 65, 则 
RD = 6x 1 +ttxl-6 
=1-6+i1-6=0 


1) = 0 
因此 ,x* 6z2+1tg-6 可 以 用 (z-1) 除 尽 。 
按 坚 式 除法 运算 Ss+6 
后 ， DD 6 + lls -6 
6 +1llx-6 * rr 
= (x D(x -5x+6) ーー ビオ ーー ーー 
所 以 应 有 (w - 1) 六 


(x -2)(* -3)=0， 
这 里 ,w=1,2,3 即 为 所 求 的 解 。 
在 此 计算 中 ,将 *=1 代 入 原 方 程式 而 得 (1) = 
0, 将 z=2,x=3 代 入 后 也 可 得 出 了 (2)=0,f(3) =0。 
为 了 求解 三 次 方程 式 ,重要 的 是 使 用 因 式 定理 先 
得 到 一 个 因 式 ,进而 求 得 1 个 解 ,所 剩余 的 两 个 解 可 利 
局 因 式 分 解 或 二 次 方程 式 解 的 公式 求解 ,但 一 般 三 次 
方程 式 的 求解 并 不 这 么 简单 。 
那么 ,现在 来 介绍 三 次 方程 式 的 一 般 求 解 方 法 。 
这 稍微 有 些 麻 糯 ,但 只 好 按 顺 序 逐 一 调查 研究 。 
三 次 方程 式 
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e+ jm tox+d =0 (1) 
(这 里 @ 0,g,b,c,d 为 常数 ) 
为 了 求解 (1) 式 ,首先 得 想 办 法 找 出 没有 二 次 项 的 三 次 
方程 式 。 


为 此 ， 令 zx=-y- 学 
将 (2) 式 之 值 代入 (1) 式 : 
ぁ い * by bt 
まう 度 え 5 た そう まえ た チコ トメ ミリ 
展开 此 式 , 并 按 y 的 降 次 置 顺 序 整 理 持 列 得 


テー 


{2) 


3a 
Yi 
a -+ 2 
be 


ツー キダ =0 


2 3 
ep+(e- 乞 jyrra- 起 + 2 =0 
两 端 除 以 e( 0) 


?+ 


所 以 


P+3py -2g =0 《3) 
为 了 求解 上 式 这 种 没有 ?2( 二 次 项 ) 的 三 痰 方 程 
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式 (3) ,再 令 
y=A+B (3y 
于 是 ， 
r= (4+BY = A + B+3AB(A+B) 
经 移 项 整理 有 
-34B(A+B)- (4 +B)=0 
白 以 
和 2 -34By (A + PB) = 0 (4) 
通过 比较 (3) 式 和 (4) 式 ,有 
AB ニーp A = 
A = 2 + = ,ol 全 
(5) 式 中 4? だ 是 未 知 数 ,p、q 是 常数 , 故 (5) 式 
是 二 元 一 次 联 立方 程式 。 
利用 下 面 要 讲 的 根 与 系数 关系 ,可 将 (5) 式 改写 为 
一 元 二 次 方程 式 。 
也 就 是 说 ,ax* +&z+ce=0, 因 a 关 0, 故 两 墙 同时 
除 以 a, 则 为 


+ x + テ = 0 (6) 
另 一 方面 ,以 a.B 为 两 个 解 的 二 次 方程 式 
デー(z TOz+Tgg =0 (7) 
比较 (5) 和 和 (7) 两 个 方程 式 ， 


可 得 


所 以 ,由 这 2 个 解 和 方程 式 解 ( 根 ) 与 系数 的 关系 , 取 

g+8=p,o8=q 时 , 则 有 和 解 为 a,B 的 二 次 方程 式 x? 一 

pe +g@=0。 利用 此 关系 式 , 并 令 末 知 数 如、 为 方程 
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式 的 2 个 解 , 从 而 可 得 变数 + 的 二 次 方程 式 


-+B)t+AF=0 《8) 
(5) 式 代入 (8) 可 简化 为 
PF-29g-p=0 (9) 


惜 助 二 次 方程 式 解 的 公式 解 方 程式 (9), 因 该 式 中 
一 次 项 系数 为 2, 是 偶数 ,所 以 有 


t= gqgiVg+rp 
据 此 ,4 p+, 
所 以 4, 吾 分 别 为 
A 四 
将 上 式 4,B 值 代入 (3)' 式 后 


ャ = ニ 4+ B= Vert + pp 


PN (10) 
(10) 式 为 三 次 方程 式 (3) 的 1 个 解 , 男 外 2 个 虚数 
解 ,如 以 下 章节 所 确认 那样 , 则 为 mA + wrB 和 w?A+ 
wmB。 该 里 出 现 的 中 是 1 的 庶 数 立方 根 x*”=1 的 解 ,也 
就 是 说 
_ ニ 1 ま Y3 ょ 
ーー 2 


の 


换言之 ,1 的 立方 根 有 三 个 解 , 即 1,w,w (参见 第 6 
章 )。 即 
go eee+g+ ナ ミニ 9 成 立 。 
下 次 就 来 验证 y= w4 + w*B 是 三 次 方程 式 (3) 的 

一 个 解 。 
y= (oAy +3aA (mB) + ws) a BY + (の BY 

=laAdy + (o+ 3(e4)(g7 お )(o4 + a°B) 

RR 


= A a B + 3 ABy 
=A + B+3ABy =2q-3py 
E リ 
7 = 29 -3my 
所 以 
P+3py-29=0 
这 恰好 就 是 (3) 式 。 换 名 话说 ,7= ww4 + w'B 满足 方程 
式 (3)。 同 桩 ,y=w 4+wB 也 满足 方程 式 (3)。 
因此 ,没有 二 次 项 的 三 次 方程 式 (3) 的 和 解 , 申 (10) 
式 可 写 为 


y= vv 机 + 人 4 V +g 
是 一 个 实数 解 。 另 分 2 个 虚数 解 为 : 


A Vg vrg 


和 


yar ri ト e ツ ター ツア + の 
可 是 ,(2) 式 中 =y- 息 ,将 y 值 再 代入 后 ,x 的 
三 次 方程 式 (1) 有 以 下 三 个 解 : 
+ = q+ の ュ の ォ ソ ター ツア ょ の ー 克 


出 = EE 一 一 
当然 ,3P ニー 站 るー + 2 三 


例题 求解 三 次 方程 式 一 6x? +9xz-9=0 


し 
将 *=y+2 代 入 三 次 方程 式 得 


(y+2 -6(y+27 +9(y+2)-9=0 
上 式 展 开 并 瑞 理 后 得 


YT+3x2x7 +3xTFTxy+P 
ー6( ゲ ェ 2x2 ヶ + ダ )+9y+IR-9=0 
アダ ア ォ 67 + 12 タ ヶ +8-6 ア ダー24 ヶ ー24+9y+9=O 


ダー3yー7=0 (1) 
由 于 
2 2 
3p = ニテ =9-12=-3 
所 以 p=ー1 
2 
a 3a Za 


ュー サ +18 一 16=ー7』ー29 ニー7 
Mg ニテ 
所 以 9 = 2 
将 p,q 这 些 值 代入 4,B 


A=V q+Vg+p EE (23) + に 
EN 
= は ウェ ソン 8) = は ? ょ 03) 


3 


ョ ニー ソ ッ ー ツ の ュ ア = 了 (2) C1) 


テー 
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7 お 
=y は G ー ツ 45) = ソ よ の - 3 
所 以 (1) 式 之 解 为 


0 + 35) + ツ は - 3Y5) 
oj 于 + 33 + oy E07- 35) 


和 y= a +3Y5) + eV (7 - 35) 
有 三 个 解 ,从 而 求解 三 次 方程 式 (1) 的 管 案 为 


= (1+ 3 本 + #0 375) +2 


タニ /二 (7 373) + 二 (7 -343) +2 
和 


3 
= -or 了 ya + oy 01-35) +2 


一 度 难 解 的 三 次 方程 式 一 般 解 法 也 是 通过 卡尔 达 
诺 的 著作 对 外 公开 发 表 的 。5 次 以 上 的 方程 式 也 被 很 
多 数学 家 这 样 研究 过 。 

4 次 方程 式 和 3 次 方程 式 的 一 般 解 法 是 同时 由 同 
一 出 版 物 公 布 于 众 的 。 

事实 上 ,4 次 方程 式 解法 是 卡尔 达 诺 的 学 生 费 拉 
利 创 立 的 ,所 以 发 表 在 园 一 著作 中 而 流传 于 世 。 

为 此 , 据 传 “ 择 击 卡尔 达 诺 骗取 塔 尔 塔 利 亚 研 究 成 
果 的 争论 也 就 缓和 下 来 了 ”。 


タ 


lt 


了 
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关于 4 次 ,5 次 ,…n 次 方程 式 的 一 般 解 法 ,就 只 
好 依靠 专著 来 解决 了 。 

现在 ,由 于 计算 机 的 出 现 , 高 次 方程 式 , 序 3 次 以 
上 上 方程式 的 解 题 答案 ,可 精确 到 小 数 点 后 任何 位 数 。 


因此 ,当代 数学 界 已 无 人 关心 很 高 次 方程 式 解 的 问题 
了 。 


16 


运算 ”一 一 


怎样 计算 复数 
一 一 虚数 单位 1 与 复数 四 列 


$3.1 使 用 虚数 剖 位 的 数 


a+ 村 (qa, 为 实数 ,i 为 虚数 单位 ) 取 书 为 复数 ， 
这 是 复数 的 定义 。 
现在 ,我 们 来 看 看 -1 +Y2 这 类 复数 。 根 据 复 教 
定义 ,这 里 a= -1,b=Y3。 
一 般 情况 下 ,复数 就 是 这 种 形式 。 如 时 4a=0,bz 
0 时 , 则 复数 为 Q+ bi, 刀 只 为 天 ,这 各 虚数 是 纯 庶 教 。 
相反 , 当 gaz0,8= 人 时 ,a+ 太 =a+0i=4&, 则 复 
数 不 存 在 ,而 只 有 实数 ao 
尤其 在 a=0,5=0 时 ,a+ 太 =0+0i=0, 则 是 个 
实数 ,而 且 是 表示 整数 零 (0) 的 实数 。 
由 以 上 3 种 销 况 可 见 , 复 数 q+ が (a,5 为 实数 ,i 
为 虚数 单位 ) 中 即 有 实数 ( 即 有 理 数 和 无 理 数 ), 也 有 虚 
教 { 纯 虚数 ), 当 热 也 包括 零 (0) 在 内 的 实数 。 
更 确切 些 说 ,复数 表示 所 有 的 数 。 
此 时 ,在 a+ 嫩 中 ,a 称 为 实 部 或 实数 部 位 ,b 称 
为 虚 况 或 虚数 部 位 。 
请 注意 ,不 要 把 本 和 虚 部 或 虚数 部 位 搞 错 。 
这 样 ,可 将 复数 的 分 类 情况 列 出 如 下 。 
[a 
实数 代数 无 理 数 (ZN3.…) 
复数 NN 
虚数 ( 纯 虚 数 )( 一 Y2i, 3472535… う 
一 般 复 数 (1 + 2i,2 一 V3i,…》 
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前 面 的 二 次 方程 式 只 +2x+3=0, 解 之 得 
s%= -1+v2i, 其 中 的 寺 ( 正 负 符 号 ) 是 将 +《 正 )、- 
( 负 ) 合 二 为 一 ,实际 应 写 为 zx= 一 1 +Y2i, 
X= 一 1-Y2io 这 在 前 面 也 曾 有 过 提示 。 

可 是 ,w+ 天 ,aa -本 两 个 复数 的 实数 部 位 上 相同， 
而 其 岁数 部 位 的 大 小 相同 , 竺 号 相反 , 则 这 两 个 复数 互 
称 为 共 轿 复数 《conjugate complex) 。 

那么 ,复数 有 嗓 些 性 质 吕 ? 

第 一 个 要 考 处 的 是 两 个 复数 z。=qg+ 万 ,z。 = e+ 
让 的 相等 , 即 复数 相等 规定 如 下 。 

在 z1 =at 有 ,zz 二 c+ 出 两 个 复数 中 ,只 有 当 
g= で ちら =g 時 。 オ 有る = と 。 

因此 ,下 面 的 关系 式 成 立 。 

a+bi=ece+t+dica= ec 有 8b= do。 

也 就 是 说 ,a+ 所 =0 时 , 定 有 a=45=0。 

对 复数 的 各 种 计算 ,实际 应 怎样 敌 才 好 儿 ? 让 我 
们 咯 微 起 想 看 。 

下 而 ,就 先 来 讲 讲 复 数 的 四 则 运算 (four operation， 
four rules, four arithmetical operation) 。 


S3.2 复数 的 加 法 与 溅 法 运算 


首先 介绍 加 法 (addition) 运 算 。 

两 个 复数 和 = e+ 区 ,ma = e+ 三 (esavcyd 为 实 
数 ,: 是 虚数 单位 ), 其 和 z, + z, 的 计算 方法 定义 如 下 。 
A+ =tla t+ bi) + Cet di) = tet ht Ei 

=(at+e)+ (b+ di 
-3 


也 就 是 说 ,两 个 复数 相 加 后 的 实数 部 位 为 其 实数 
部 位 之 和 (&+c), 两 个 复数 相 加 后 的 虚数 部 位 为 其 虚 
数 部 位 之 和 (8 + d)。 
这 里 ,列举 一 个 具体 实例 。 
例题 当 zi;=2+3i,z = -3-2i, 试 求 两 个 复数 
之 和 五 +zae 
解 : 
+t (2 +3 + て -3-25) 
=2—-3+3i-27 
=—-1+i 
下 面 再 介绍 复数 减法 (subetraction) 运 算 。 
有 关 减 法 运算 定义 如 下 
ーー タニ (g+ す 6 の )ー(c エ 枯 ) ニ ゥ gーc オ が 一 大 
=(gーc)+( ち ー di 
也 就 是 说 两 个 复数 相 减 为 这 两 个 复数 的 实数 部 位 
之 差 a-c, 以 及 带 有 i 的 这 两 个 复数 虚数 部 位 之 差 
( ぁ ーg)#。 
在 此 ,举例 如 下 。 
例题 当 z =2+3i,zzs= 一 3 一 2i 时 , 求 2 个 复数 
に 
解 : 
ター = ニ (2+39ー(-3-ー2 り 
-2+3+3i+2i 
=5+52 
管 案 为 5(1+ の 。 


83.3 复数 的 叶 法 与 除法 运算 


继 加 法 ,减法 之 后 ,让 我 们 来 看 看 如 何 定义 复数 的 
乘法 和 除法 运算 。 
首先 ,2 个 复数 五 = a+ 世 ,和 =e+ 硬 的 乘积 , 展 
开 计 算 如 下 。 
zz =(a + が (e+ dy 
= a + ad + bc + bdi? 
= {ac ~ bd) + (ad + be)i 
这 里 ,展开 括 颖 并 取 让 = - 1, 整理 后 得 出 其 乘积 
的 结果 。 
下 面 列 出 复数 莱 积 的 实例 。 
例題 当 s,=2+3i,zi= -3-2i 时 , 试 求 两 小 复 
数 之 积 。 
解 : 
= 2 4+ 3D(-3-25} 
=2x (3) +2x(-2i) +3ix (3) +4 
3i x (— 22) 
=-6-4 9 6 = (-6+6)— (4+9 
=0ー 137 ニー13 ぁ 
答案 为 虚数 ( 纯 虚 数 ) -13i。 
最 后 作 绍 2 个 复数 五 =e+ 丈 ,za =c+ 二 的 除法 
计算 方法 。 
Zt at+b (a+tbi)(c- di) 


rE) 
_ ge 一 ad + bei — bdi* 
ー e (大) 
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tac + bd) + (be ~ ad)i 
e+ の 

ge 上 59 の bec- ad 

ord ter 

上 面 曾 将 除法 改写 为 分 式 , 并 以 其 分 母 的 共 辆 复 

数 箭 该 分 式 的 分 子 、 分 母 ,而 使 分 式 分 母 实数 化 。 世 就 

是 说 分 式 的 分 母 中 不 含 ie 而 且 , 分 式 的 分 子 自 其 实 

数 部 位 和 附 有 i 的 虚数 部 位 构成 ,因为 除法 的 除数 

区 0c 

除法 运算 的 实例 , 示 出 如 下 。 

例题 当 z,=2+3i,z, = -3-2i 时 , 试 东 2 小 复 


i 


数 之 商 zo 
解 : 
2 =(2+3i) (3-2i) 
2+3 。 (2+39(-3+ ょ 2 
ニニ 3 2 で (-3-20(-3+2 け 
_ -6+4i- 9i+67 二 1]2 一 5 
(-3) - (25)? 9+4 
12 _ 3, 
= 13 13* 
接着 来 看 看 复数 平方 和 立方 的 计算 方法 。 
这 种 计算 是 复数 乘法 计算 的 应 用 。 


复数 z= at+ 上 的 平方 
2 = (a+ Bi) = a + 2abi + (bi) 
= b+2abi 
下 面 就 来 讲 一 个 例子 。 
例题 :=2-3i, 计 算 #2 之 值 。 
解 : 
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2 =(2ー3) テ "ニダ ュ ェ 2x2x(-3 け り +(- 3 
=4—-12i+97 =4-9-12 =--5-12 
复数 z=ga+ 的 立方 , 则 为 
2 =(a bi = a + 3albi + 3 + 

=a + 3a bi Sab ー bi 
=(a’ — 30b) + (30°5 ~ Bi 
此 外 ,提出 其 中 的 共同 因子 后 ， 

の alq 3 の )+ 5(3q どう): 更 好 些 。 
再 来 看 下 面 一 个 实例 。 
例题 当 z=2-3i 时 ,计算 zz 之 值 。 


解 : 
2 = (2- 3? 
= +3xPFx(- 3D + 3x 2x (37 
+(- 3 
=8— 36i+r S54i —- 218 = 8 -54-36i +27 
=-46-9i 


$3.4 复数 运算 法 则 


一 旦 新 发 更 的 虚数 扩展 为 复数 ,至 今 所 使 用 的 各 
种 实数 运算 法 则 ,例如 ,交换 运算 法 则 、 结 合 运算 法 则 、 


分 配 运算 法 则 等 ,能 否 也 在 复数 中 使 用 呢 ? 


対 笑 数 面 育 ,g+ ぁ = ニ 5+e,gx ち = ニ bxo 成立 。 


众所周知 ,这 是 交换 运算 法 则 。 


复数 的 交换 运算 法 则 (commutative law) 也 成 立 。 


遇 オモ タッ mm "22 二 22"21 


实数 的 结合 运算 法 则 ,Ca++ 58)+c=g+(b+c)、 
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(gx5)xc=ox(pxe う 成立 。 
如 下 所 示 , 复 数 的 结合 运算 法 则 (associative law) 也 
成立 。 
(nta +t = 2 + (5 +z) 
{a 7 22) ra = a- (a " る) 
最 后 ,实数 的 分 配 法 则 
gcX( ぁ +c)= ex ゅ ち +gxo 
(ag+5)xec=gxe+ ふ xc 
成 立 , 复 数 的 分 配 法 则 如 下 所 示 ,同样 也 成 立 。 
Z1 (zt) 


《 ta) z= +t 
S3.3 怎 祥 使 用 虚数 单位 ji 


虚数 单位 二 的 发 现 扩 太 了 数 的 定义 范围 ,但 在 数 
的 计算 方面 ,引入 虚数 至 今 仍 无 任何 变化 。 

这 里 将 1 的 正确 使 用 方法 ,以 实例 简单 介绍 如下。 

(DY -4xv -3=2ixv3i=2/3 

=2xy3x(ー1) = -2v3。 

这 是 采用 的 计算 结果 。 

另外 , ツ (- 4(- 3) = v12 = 2Y3 是 一 个 所 谓 的 
计算 结果 ,所 以 VY -4xv-3x¥vV(-4)(-3)。 

通常 规定 ,a <0,5 <0 情 况 下 ,va メソ ah 。 


(2)-23 _ YE  Y3 78. 
ニー4 2 2 デア 2xf- ”2 


まま コー 


3 . 
2 


i 


リュ っ マ 3 / 3 
所 以 这 两 个 所 谓 的 计算 结果 - 亡 志 世 二 4 
因为 通常 规定 ,ga <0,b>0 情况 下 ， 
Yt 5 
EE 
大 家 知道 ,中 学 里 所 学 的 平方 根 计算 公式 规定 , 当 
<>0.8>0 叶 7a5 ェ ソラ 之 。 
a 


三 
还 有 , 当 a>0,6b<0, 或 a <0,b>0 时 ， 
YaBB=Vab, 并 且 当 4a>0,b<0, 或 a<0,b<0 时 ， 
Y5 5 
Ne 
再 者 ,使 用 = 


B=Pxi=-i 


.1 也 可 得 出 以 下 计算 结果 
= アデ x デ = ェ (-1)(-ー1) = ュ 
BMxi=1lxi=i 


因此 ,i 的 伪 次 方 为 +1 


或 - 1, 的 奇 次 方 可 为 +i シン 下 
或 -i 
由 以 上 结果 可 知 ,让 (n て | 


为 正 整 数 ) 是 1、i、~1、 一 四 
个 之 中 的 1 个 数 。 这 电 是 虚 
数 的 七 个 奥秘 之 一 。 

将 此 奥秘 图 示 于 第 4 章 图 3-1 
中 所 讲 的 复数 平面 上 ,从 半径 为 1 的 圆 的 4 等 分 点 


(ia 开始, 每 滋 一 次 宇 就 向 左旋 转 七 (= 907)。 
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这 种 概念 在 电工 学 中 也 有 说 明 。 三 相交 流 电 就 是 
以 每 次 旋转 邹 x( = 120") 为 基础 的 。 


$3.6 虚数 和 复数 计算 结果 的 考 塞 


利用 复数 和 虚数 计算 得 到 的 各 种 有 关 结 果 , 久 供 


参考 而 汇总 如 下 。 


首先 ,从 计算 结果 为 0 讲 起 。 
{DOx Cu+ bi)=0+0i=0 
(2)(a+Bi)x0=0+0i=0 


(8) 0 Car b= 
_ _Oxta-&) _ 0-0 
Ca+rbi)la- bi) aly 
-mr 

(a+bki)-(arb)=(a-a)+ (起 一 十) 

=0+0: =0 
(5)(a+b) +(-a-bi)=(a-a}+ (bo- bi 
=0+0i=0 


当然 也 有 だ + ョ =0 

下 面 是 计算 结果 为 实数 的 情况 。 

(latrbi)rte— bi)=a+at+bBi— bi 
=a+ta+(b- bi 
=2a+0i=2a 

(2)(a+ti)la-bi)= a Chi = a t+ 

也 就 是 说 , 共 印 复数 的 和 与 积 为 实数 。 

这 也 是 虚数 的 七 个 奥秘 之 一 。 
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(or) (cr)=a~c+t -=e-e 
(4) arbij+(e- bhi)=~etct+bi— B=a+t+ec 
如 前 证 述 ,i 的 mm 次 方 , 当 nn 为 偶数 时 ,其 结果 为 


实数 ,并 等 于 1 或 -1。 


(5) 当 m=0,1,2,3,-… 时 ,i2"= 土 1 ,所 以 ,让 = 


サニー1。 ビ = ニ (ー1 の 7 =1…。 


当然 ,也 会 有 以 下 这 样 的 结果 。 
(6) だ ェ ュ 
(7) だ ジェ ジニ ビ x ポ モビ ニニ ピ ビニ ェ ー1 

(8)3: +5=3 

接着 ,计算 结果 为 虚数 ( 纯 虚 数 ) 的 有 : 
(D(a+bi)-(a-bi)=at+tbhi-—a+b=Zb 
(D(ar+bi)+(-ar+by=arbi—a+ b=25 
如 前 所 述 ,i 的 奇数 次 方 为 纯 虚 数 ,并 等 于 一 i 或 


2 
Pxiszis?=-1 


(3 =i= -i, 
= D-DDi=i," 
当然 ,也 会 有 如 下 这 样 的 结果 。 
(G1 = 2 +1= 1-2i+1= 一 人 
下 面 讲 讲 计 算 结果 为 复数 的 情况 。 
(1)Carbiy+rtecrd)=(atc)+(o+ di 
{2)CarBbi (e+ d=(ta- c+ lb di 
(3)(a+lk)(c+ di)= ac+ad + bei+ bdi? 
=(ac— bd)+ (ad+ be)i 


_a+b a ち . 
(4)(a+bi)+e= Te ere 


(5)(e+ 可 ) sd it ari)i_ it 


a ーg 
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但 是 ,(1) 申 只 有 有 az-ce:5 关 一 ad,(2) 中 只 有 
a 天 5 天 d(3) 中 只 有 me 天 到 :aod 关 一 ao:(4) 中 只 有 
全 z0, 志 z0,(5) 中 只 有 坦 z0, 生 天 9 时 ,以 上 结果 才 
成 立 。 

(6)(E-ー1 ト )= ニ ジー ミニ ーー 

今后 ,大 家 请 随意 考查 。 


但 是 ,无 论 守 的 方 次 多 大 ,其 结果 不 外 是 i, -i 及 
1 与 -1。 


S3.7 能 和 否 在 数 轴 上 兴 示 虚数 


对 复数 来 说 ,其 实数 部 位 的 e, 虐 数 部 位 的 五 都 是 
实数 ,并 且 实 数 是 能 够 在 数 轴 上 表示 的 数 。 
实数 平方 绝对 不 为 负 , 经常 总 是 正 的 数 或 0。 这 
里 将 一 些 实 孝 在 数 四 上 标 出 之 后 ,如 图 3-2 所 示 。 
-2 Fe 
x 9 Hi 
レー ーー トー 
-5 -4 っ -1 0 1 2 3 


图 3-2 数 轴 上 的 一 些 实数 


图 3-2 中 普 为 加 局 率 ,e 为 自然 对 数 的 底数 。 
和 都 是 超越 数 。 显 然 , 数 轴 上 的 数 有 大 小 之 分 。 

但 是 ,虚数 是 没有 大 小 关系 的 。 也 就 是 说 , 庚 数 硕 
序 是 不 能 规定 的 。 因 此 , 数 轴 上 所 表示 的 只 有 实数 。 

要 是 那样 的 话 ,很 难 具 体 考察 虚数 和 复数 。 


想像 中 的 数 在 加 上 也 应 该 能 看 得 见 , 即 可 以 在 图 
上 表示 虚数 各 复数。 在 这 方面 作出 过 贡献 的 是 德国 数 
学 家 高 斯 (Car Friedrich Gauss,1777~ 1855) 。 

因此 ,复数 平面 (complex pumber plane or complex 
Plane) 又 称 为 高 斯 平面 (Gaussian plane)。 


S3.8 天 十 人 少年 高 斯 


高 斯 平面 的 出 现在 数学 史上 是 一 个 转折 点 ,而 高 
斯 在 电磁 学 领域 的 研究 成 果 , 已 在 当前 对 相 带 各 磁卡 
中 得 到 广泛 应 用 。 为 此 ,下 面 对 高 斯 生平 略 加 介绍 。 

平方 为 负 的 数 不 存在 是 
十 人 深信 不 疑 的 ,而 对 此 最 
早产 生 怀 疑 的 人 是 16 世纪 
意大利 数学 家 卡尔 达 诺 (H. 
Cardano 1501 ~ 1576)。 

如 前 所 述 , 此 人 曾 把 塔 
尔 塔 利 亚 , 邑 尼 柯 ' 冯 塔 那 所 
创立 的 三 次 方程 解法 冠 以 
“卡尔 达 诺 公式 ”对 外 发 表 ， 卡尔 达 庶 (1501 -1576) 
并 被 世人 称 为 “天 才 狂 ”的 
人 。 

另外 , 吉 纳 尔 (L. Gérard,1590 ~ 1633) 和 向 卡 儿 CR. 
Descartes,1596 ~ 1650) 都 曾 进一步 推进 将 平方 为 负 的 
数 取 名 为 虚数 。 

在 18 世纪, 德国 数学 家 高 斯 想 出 复数 平面 ,并 且 
引入 了 复数 z=&a+ (a,B 为 实数 ,i 为 虚数 单位 ) 的 
图 解 表 示 , 而 且 规 定 v 一 1 = i。 
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因此 , 复数 平面 至 今 也 
被 称 为 高 斯 平面 。 

界外 ,以 高 斯 命名 的 还 
有 表示 磁场 强度 的 磁 通 密度 
单位 “高 斯 (G)”。 

1930 年 以 来 ,在 厘米 、 
克 . 黎 (CGS) 单 位 制 中 ,规定 
高 斯 (G) 为 磁 通 密度 单位 。 

高 斯 (1777 - 1855) 踢 带 说 明 一 点 ,在 长 度 

为 米 (m)、 质 量 为 乞 克 (kg)、 
时 间 为 秒 (sg) .电流 为 安培 (A) 的 MKSA 制 中 , 磁 通 密度 
单位 为 特 斯 拉 (T) ,而 且 1T( 特 斯 拉 ) =10000G( 高 斯 )。 

据说 ,高 斯 于 1777 年 出 生 在 德国 的 一 个 贫穷 的 效 
砖 工 人 家 庭 。 

父 闲 想 证 少年 高 斯 继承 父 业 ,长 大 后 当 烧 砖 工 ,但 
母亲 深 知 儿子 头 态 聪明 过 人 ,因而 主张 让 小 高 斯 多 学 
些 知识 。 

母亲 是 伟大 的 。 十 月 怀胎 .阵痛 产子 ,为 的 是 塑 子 
成 龙 , 这 是 每 个 时 代 母 亲 们 的 共同 梦想 和 期 望 。 

虽然 说 法 不 一 ,但 作为 母亲 的 榜样 ,古往今来 常常 
引用 和 孟 母 三 迁 的 故事 。 

最 初 , 孟 子 随和 母亲 住 在 紧 靠 寺 店 的 坟 地 足 近 ,因而 
孟子 幼年 经 常 玩 一 些 有 关 丙 藉 事 典 和 诵读 经 文 之 类 的 
游戏 ;后 来 孟 母 带 着 儿子 机 家 到 商业 繁华 的 半 市 区 , 少 
年 熏 子 便 喜 欢 模仿 商人 叫卖 ,并 且 总 是 算计 着 适 钱 。 
最 后 , 孟 母 带 着 儿子 搬家 到 学 校 附 近 ,这 蛙 的 环境 适 宣 
学 习 功 课 , 友 而 阵子 奋发 用 功 读 书 , 以 至 后 来 成 为 与 孔 
子 并 论 的 伟大 学 者 。 
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现在 ,日 本 的 孩子 们 对 漫画 和 游戏 相等 的 兴趣 小 
学 习 功 课 更 入 迷 。 

但 是 , 硬 过 着 搞 那 些 “ 填 跑 式 ”的 教学 也 没有 必要 。 

如 困 孩 子 有 自学 欲望 ,并 且 是 自然 而 然 地 努力 学 
习 知 识 , 则 其 实力 定 会 不 断 增 长 
美国 甘 名 教育 家 釣 幕 ・ 志 依 (John Dewey,1859 ~ 
1952)? 在 有 关 教 育 的 演讲 中 曾 说 过 :“ 没 有 必要 硬 遥 着 
数 给 年 生息 子 柳 登楼 梯 的 方法 。 如 果 双 手 、 双 脚 和 头 
脑 这 五 体 受 到 完善 的 教育 感化 ,孩子 自然 而 然 就 能 上 、 
下 楼 梯 ,并 且 最 好 到 那 时 再 进行 礼 实 的 教育 ”。 

当时 德国 平民 家 的 孩子 ,虽然 天 资 聪明 ,智力 发 
达 , 但 要 炮 受 到 高 深 教育 ,还 必须 要 有 社会 名 流 资助 。 
高 斯 母亲 对 歼 子 的 非 几 才能 早 有 人 先 网 之 明 , 从 而 炮 方 
设法 让 高 斯 会 见 了 领主 费迪南德 公 呈 。 

公 画 接见 少年 高 斯 后 ,对 侈 的 非凡 才能 十 分 赏识 ， 
从 而 欣然 出 资 装 助 高 斯 的 全 部 学 业 。 也 就 是 说 ,相当 
于 目前 为 高 材 生 提 供 就 学 机 会 的 奖 ( 助 ) 学 金 。 

此 后 ,由 于 这 个 缘故 ,高 斯 得 以 不 断 求 学 深造 。 

可 基 ,费迪南德 公事 的 军队 被 法 国 拿 破 仑 大 军 成 
败 后 ,这 意味 党 高 斯 失去 了 经 济 来 源 ,从 此 必须 完全 靠 
自己 努 方 而 另 谋 生计 。 

这 样 ,高 斯 只 好 暂时 放弃 科研 工作 ,出 任 大 学 教授 
和 天 文 仓 台 长 ,并 完全 交工 资 维持 家 庭 生 活 。 

尽管 如 此 ,这 段 时 期 高 斯 依然 研制 出 望远镜 、 正 确 
计算 了 地 球 公 装 扫 进 ,并 根据 他 的 这 种 计算 ,至 今 俩 确 
认 地 球 公转 胃 道 是 以 太阳 为 1 个 驴 点 的 李 贺 形 轨道 ， 
甚至 也 可 以 说 是 近似 圆 形 的 输 贺 形 执 道 。 

后 来 ,德国 天 文学 家 开 普 勒 (1571 ~ 1630) 以 此 观 
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拿破仑 皇帝 (1767 ~ 1821) 费迪南德 公 相 {1735 ~ 1806) 


点 为 基础 ,提出 行星 轨道 为 猜 圆 ,太阳 为 该 精 圆 上 的 一 
个 焦点 ,发 表 了 行星 运动 第 一 定律 。 尔 后 ,牛顿 以 万 有 
引力 定理 从 数学 方面 严密 而 符 如 其 分 地 证 明了 高 斯 的 
观点 。 因 此 ,天 文学 方面 的 这 些 辉 煌 成 就 也 与 高 斯 紧 
密 相 关 。 
高 斯 从 小 就 喜欢 数学 计算 。 在 他 10 岁 还 是 小 学 
生 时 ,就 已 经 知道 等 差 级 数 和 的 公式 。 这 令 老 师 十 分 
惊讶 。 这 也 是 有 关 少 年 高 斯 聪明 天 才 的 闻名 故事 。 
也 就 是 说 , 首 项 el ,公差 为 的 等 差 级 数 ,第 几 项 
为 oo=a+ktn-i)d, 其 器 项 之 和 为 : 
SS, =a + + G+ + 0, 
=a, + (a +d)+ (a +2d) + 
+a+(n-1)d 
=(ao+o)xn+2 


ai + an) 


这 是 已 知 末 项 情况 下 的 rn 项 和 。 如 果 末 项 为 未 
知 ,而 仅 各 项 数 n 和 公差 ,也 能 计算 n 项 和 的 5, 值 
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内 nta, + 3 a - Dal 


ー ni2a, + (nmー1)d ま 
ー 之 
现在 ,使 用 上 述 两 个 公式 都 可 计算 5S, 值 。 
一 次 ,高 斯 的 小 学 老师 提出 一 个 问题 ; 
“计算 Sw = 二 1+ 之 +3+-…+ 人 0 之 值 ” 
高 斯 立刻 写 出 计算 结果 为 : 
So = (1+30)x30=2= ェ 51x25 = 127S 
高 斯 所 用 的 计算 方法 是 根据 以 下 等 式 得 出 的 : 
So =1 ユ + ェ タク + ィ 3+…+30 
So = 30+49+48+ の + ォ 1 


+》 
2xSo=5l+5SI+5SI+…+S 

所 以 ,Sa=(1+S50)x50+2=51x25 

当 高 斯 把 这 种 计算 方法 上 洁 诉 老病 后 ,老师 十 分 惊 
讶 。 

这 样 看 来 ,当时 的 小 学 数学 老师 还 不 知道 等 差 级 
效 和 的 公式 。 

高 斯 学 生 时 期 就 发 表 了 有 关 有 最 小 二 乘法 和 整数 论 
的 研究 论文 ,这 让 当时 的 教授 们 非常 吃惊 。 除 此 而 外 ， 
在 高 斯 所 研究 的 课题 中 还 有 以 下 内 容 :天 体 运 行 轨道 
的 测定 、 误 差 论 , 前 面 讲 过 的 复数 图 解法 (外 高 斯 平 
面 )\ 高 次 方程 解法 以 及 圆周 等 分 法 等 等 。 

高 斯 知识 广泛 ,才智 过 人 。 他 所 研究 的 领域 涉及 
数学 .天 文学 .电学 、 磁 学 等 诸多 方面 。 他 早期 较 重 视 
理论 研究 ,后 期 多 偏重 将 学 领域 中 的 应 用 研究 。 

高 斯 被 后 人 誉 为 “数学 王子 " ,并 且 与 牛顿 、. 阿 基 米 
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德 共同 列 为 世界 三 大 数学 家 , 因而 高 斯 的 名 字 深 受 全 
尘 界 数学 家 赏识 。 

高 斯 被 称 为 计算 天 才 ,他 本 人 长 大 后 也 常 对 人 说 : 
“我 在 学 会 说 话 前 就 能 计算 "之 类 的 笑谈 ,并 且 还 说 : 
“计算 是 我 的 业余 乐趣 ”。 

高 斯 自 幼 对 数字 有 特殊 的 敏感 ,传说 在 他 3 岁 时 
就 发 现 过 父亲 算账 对 的 计算 错误 。 据 说 ,为 帮助 父 素 
处 理 征 税 事务 ,少年 高 斯 还 给 父亲 做 了 一 件 随 身 携带 
的 计算 器 。 

这 些 传闻 故事 , 哪 一 个 是 真实 的 ,目前 还 很 难 确 
认 。 

总 之 ,除了 高 斯 平面 外 ,在 现代 科学 中 还 有 很 多 是 
以 高 斯 命名 的 定理 、 公 式 和 单位 和 名称。 例如 , 昔 面 论 中 
的 高 斯 定理 .高 斯 公式 , 微 积分 中 的 高 斯 公式 ,调和 级 
数 中 的 高 斯 定理 ,向 量 分 析 中 的 高 斯 定理 和 高 斯 级 数 ， 
高斯 曲率 . 商 斯 物镜 成 像 、 高 斯 光学 .高 斯 误差 定律 、 商 
斯 微分 方程 .高 斯 变 分 问题 .高 斯 分 布 等 等 很 多 很 多 。 

对 此 感 兴趣 的 读者 ,请 翻阅 数学 和 物理 方面 的 专 
门 读 物 。 

除 高 斯 之 外 , 莱 布 尼 蕊 (Leibniz) ,由 努 利 (Beroul- 
g) 、 欧 拉 (L. Euler) . 德 - 莫 依 尔 (A. de Moivre) 等 人 对 复 
数 也 有 过 各 种 研究 。 

创立 搞 数 平面 、 给 氮 数 相等 于 定义 和 进行 复数 运 
算 这 些 寺 都 是 高 斯 的 伟大 功绩 。 


怎样 在 复数 平面 上 表示 复数 


一 一 复数 和 高 斯 平面 ”一 -一 
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S4.1 复数 平面 


如 前 所 述 ,实数 可 在 数 轴 上 表示 。 还 有 , 采 肯 笛 卡 
儿 誉 标 ( 直 角 坐 标 ) ,直线 和 曲线 可 以 描绘 为 平面 上 动 
点 (x,y) 移 动 的 轨迹 。 

这 方面 的 内 容 与 向 量 关 系 密切 ,将 留 在 第 8 章 详 
细 讲 述 。 

可 是 ,含有 纯 凤 效 的 一 般 复数 没有 实数 部 位 ,所 以 
纯 虚 数 不 能 在 数 轴 上 表示 。 但 是 ,无 论 实数 、 纯 虚数 ， 
甚至 一 般 人 复数 ,全 都 能 在 复数 平面 或 高 斯 平面 上 表示 。 

图 4-1 工 为 复数 平面 或 高 斯 平面 。 取 横 轴 , 即 X 办 


第 2 象限 Y 第 1 象限 
回 +5: 


囲 4-1 复数 平面 上 的 复数 以 及 唐 数 ( 钝 虚数 》 


为 实数 轴 ; 取 纵 轴 , 即 站 办 为 魏 数 ( 纯 雪 数 ) 轴 ,从 而 复 
数 *=g+ が (eg テ 0.8 テ 0) 可 座 沙 在 XY 复数 平面 上 。 
实际 上 , 横 轴 就 是 数 轴 。 
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第 1 象限 是 OX 和 OY 之 韶 的 平面 ,第 2 象限 是 
0OY 和 ONX 之 问 的 平面 ,第 3 象限 是 OX' 和 OY’ 之 同 的 
平面 ,第 4 象限 是 OY' 和 OX 之 赣 的 平面 。 

总 之 ,复数 平面 上 的 象限 ,是 由 义 轴 的 正方 向 向 
左 , 即 逆 时 针 , 每 旋转 90? ,分 别 为 第 1、 第 2 第 3 第 4 
象限 。 

复数 平面 的 横 轴 X'OX 叫 微 实 轴 或 实数 轴 ，, 闪 且 
与 实数 情况 下 的 数 轴 一 样 ,可 以 表示 所 有 实数 。 

复数 平面 的 纵 轴 了 OY' 叫 做 虚 轴 或 虚数 轴 . 并 且 可 
以 表示 全 部 虚数 ( 纯 虚 数 )。 

因此 ,除了 实数 和 虚数 ( 纯 虚 数 ) 之 外 ,各 每 限 内 的 
点 代表 所 有 的 复数 。 

这 里 ,a,5 为 实数 ,i 为 虚数 单位 。 当 取 a,b 为 
正 愉 、 负 名 入 数 值 时 ,代表 一 切 复 数 z= 4a+ 如 的 点 均 
可 以 在 此 复数 平面 ( 离 斯 平面 ) 上 表示 。 

换 角 话说 , 复 孝 平面 上 的 所 有 点 是 与 复数 z=a+ 
bi(a,b 为 实数 ,i 为 虚数 单位 ) 一 一 对 应 的 。 

这 也 是 虚数 的 七 个 奥秘 之 一 。 

虚数 (想像 中 的 数 ) 作 为 实体 ,是 可 以 在 复数 平面 
《高 斯 平面 ) 上 找到 的 。 

下 面 对 图 4-1 答 如 下 说 明 : 
加 代表 点 -1+i, 回 代表 点 5+5i, 国 代表 点 


ll_5., 

T13713'° 
这 样 ,前 面 二 次 方程 x +2x 了 3=0 的 解 x = 
~1+Y2i,xs= 一 1-Y2i, 在 图 4-1 中 用 ,zs 表示 。 


を 和 zo 这 两 个 数 是 共 施 复数 。 显 而 易 见 ,这 两 个 点 以 
实 轴 (X 轴 ) 为 对 称 线 互相 对 称 。 
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还 有 ,两 个 复数 z=2+3i,z= -2+3i 是 以 庚 轴 
《TY 轴 ) 为 对 称 线 互相 对 称 的 两 个 点 。 

进一步 ,=2+3E 和 xs=2-3 两 个 复数 以 实 轴 
《X 轴 ) 为 对 称 线 互 为 对 称 点 ,但 z= -2+31 和 as= 
2-3i 是 对 称 于 原点 D 的 点 对 称 。 

XOX' 和 YOY' 两 条 直线 的 交点 和 数 轴 上 的 原点 0 
是 相同 的 点 。 原 点 QQ 取 自 英文 origin 的 字 头 。 

了 和 zs 是 共 印 复数 ,但 za 和 zs 却 不 然 ,尤其 z 
和 zs 都 不 是 共 邦 复数 。 

通常 把 z 的 共犯 复数 用 g 表示 。 

使 用 这 种 表示 方法 ,zs = -2+3 的 共 辆 复数 则 记 
为 = -2-3io 

也 就 是 说 ,为 了 在 复数 平面 上 表示 z。 的 共 轿 复数 
,应 该 在 以 实 轴 (XX 轴 }) 为 对 称 绕 的 位 置 上 取 点 。 因 
此 ,两 个 互 为 共 辆 的 复数 对 称 于 和 轴 。 

所 以 ,代表 共 轨 复数 的 两 点 位 于 第 1 和 第 4 得 限 
或 第 2 和 第 3 象限 。 

这 里 , 须 说 明 数 的 绝对 值 。 

绝对 值 (absolute vulue，modulas) 是 去 掉 符 号 的 数 。 
也 就 是 说 , +2 的 绝对 值 为 2, 一 3 的 绝对 值 为 3。 

因此 ,使 用 符号 (11) 后 ,一 般 书写 为 

gw0 時 gls eig < 0 时, 则 |a|=-&a 

使 用 该 符号 后 ,确认 | +2| =2,| -3| =3。 

下 面 考虑 平方 以 及 平方 根 的 情况 。 双 平方 面 言 ， 
可 计算 如 下 : 

2=2x2=4 =0x0=0， 
(-3P = (-3)(-3)=9 
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即 无 论 是 a >0,a =0,c<0 哪 一 种 情况 ,通常 写 
作 ?>0o 

再 考虑 平方 根 的 情况 。 因 为 M4 =2,Y9=3, 所 以 十 
代 人 认为 根 号 ”内 负 的 数 , 如 WV -4 等 ,不 存在 是 理 
所 当然 的 。 

可 是 ,i 作为 虚数 单位 之 后 ,就 可 以 这 样 来 表示 
w 内 负 的 数 为 V4=Y4xV -1=2i。 

现在 ,明白 了 2i=V 一 4, 但 带 有 负 号 的 一 2 的 意 
义 又 如 何 呢 ? 

其 意义 如 下 。 央 ~2i= -Y 一 4。 

在 考察 平方 以 及 耿 方 根 的 关系 之 后 , 根 号 4, 即 
Y4=2, 只 有 一 个 为 “2” 的 解 ,但 4 的 平方 根 实际 部 有 
+2 和 一 2 两 个 解 。 

将 此 解 写 作 “2 和 -2” 也 行 ,但 按 规定 最 好 写 为 
士 2。 

因此 w4 只 得 2, 得 4 的 平方 根 却 有 2 和 -2 两 个 ， 
这 是 它们 之 间 重 要 的 不 同 。 

所 以 , 当 cz0 时 ,虚数 为 -aa=vai, 还 有 
-Vv -a= -vaio 

将 数值 实际 代入 考虑 过 后 ,因为 一 4=Y4i =2i， 
V3=Y3i, 所 以 -V4= -2i, -vv 一 3= -3 

下 面 ,再 急 续 深入 讨论 一 下 。 

解 一 次 方程 5-YVa=0 后 ,得 x =VYa, 这 是 正确 
无 误 的 解答 。 

得 是 ,车 将 等 号 两 端 平方 之 后 ,又 该 如 何 吃 ? 

=gx 所 以 デ アデ ーg=0。 这 里 , 左 端 可 因 式 分 
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解 为 (x -Ya)(x+Ya)=0, 因 而 % 值 为 /a 及 -Va, 共 
有 两 个 。 

像 这 样 滥 不 经 心地 将 两 端 平 方 ,是 不 妥当 的 。 

像 -Va 这 样 可 能 由 别处 引进 的 解 叫做 额外 解 或 
额外 根 。 


解 方 程式 时 必须 注意 ,等 式 两 端的 平方 会 混入 额 
外 解 。 


解 二 次 方程 六 一 «=0 时 ,在 端 因 式 分解 后 ,(x 一 
Ya)ls +Y'a)=0。 

因为 x-Va =0,x+Vva=0, 帮 所 求 之 解 为 = 
Ya 和 x= - Aas 

下 面 , 因 式 分 解 二 次 方程 x* + 4= 0。 解 此 方程 
拓 , 因 訪 ダー(-4)=0, 直 (ツー4)7 =0。 

等 号 左 端 可 因 式 分 解 为 (x 一 V -4)(x +w -4) 
=0, 因 x-V-4=0,x+w -4=0, 帮 “=v -4=2i 
以 及 x= -w -4= ~2i, 按 规定 最 好 写作 x = +2i。 

下 面 ,不 采用 因数 分 解 方 法 解 比方 程 , 因 
x +4=0,x? = 一 4, 据 此 x= +w ー4= ェ 2j。 所 以 其 解 
仍然 为 x= 土 27a 

无 论 采 用 哪 一 种 解 题 方 法 ,其 答案 都 相同 , 均 为 
2 

最 后 ,使 用 二 次 方程 解 的 公式 


~ b+ivVb 一 4ac 
* = Za 
来 求解 x? +4=0。 
在 二 次 方程 az + bx + c=0(a¥0) 中 , 当 5=0 
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时 , 因 qx +c=0, 压 + た =0。 
所 以 , 解 的 公式 适用 于 x* +4=0, 则 


ニニ 0 まま Y ぴ ー4x1x4 
2x1 


ま デー =+ 和 全 ミキ 25 


得 出 的 答案 与 以 上 方法 完全 相同 。 

因此 .aa 30 时 ,二 次 方程 *+a<=0 的 解 为 
X= 士 V gio 

和 由 于 虚数 单位 二 的 发 现 ,无 很 地 拓宽 了 数 的 范围 ， 
其 而 促进 了 整个 科学 的 进步 发 展 。 

尤其 在 电工 学 领域 ,频数 的 发 现 使 其 受益 非洲 。 


$4.2 共 守 复数 与 J. R. 阿尔 友 
图解 的 关系 


前 而 已 提 到 过 共 辑 虚数 ,这 里 进一步 讲 讲 共 范 上 雇 
数 与 复数 平面 上 点 的 关系 。 

首先 ,将 复数 a+ 也 (a,B 为 实数 ,i 为 虚数 单位 ) 
图 解 示 于 图 4-2 中 。 

此 图 解 是 阿尔 殉 提 出 来 的 , 故 称 之 为 阿尔 网 图 解 。 

因为 图 4-2(1) 中 02= oo + 电 , 故 0z| = 
Ye +b。 有 此 时 ,|z|=Yaos+ 妨 :并 称 之 为 复数 z 的 
绝对 值 。 

当 z=4+3i 时 ,因为 |z| =V 和 + 和 =V5+3= 
ソ 25, 所 以上 zl =5。 这 可 由 图 4-2(627 显 而 易 见 。 
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图 4-2 阿尔 冈 图 解 
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同 理 , = -3- 2 的 
绝对 值 为 
= て 3 +(-27 
=Y9+4 = ニア 13。 

虽然 前 面 已 经 讲 过 
了 ,但 这 里 再 用 图 解 详 细 
说 明 共 二 复数 。 

z=Q+ 村 (ga,5b 为 实 
数 ,; 为 虚数 单位 ) 的 共 
施 复 数 为 デニ ゥ ー が (og, 
5 为 实数 ,i 为 雇 数 单 
位 ), 并 以 实 轴 (也 有 人 称 
之 为 实数 轴 ) 为 对 称 线 ,z 
和 zz 点 互相 对 称 , 如 图 
4-2(3) 中 所 示 。 

友和 を 。 当 ダメ ニャー 大 
时 ,其 共 王 复数 当然 就 是 
FZ'=at+ bo 

下 面 举例 说 明 共 罗 
复数 图 形 的 意义 。 

由 图 4-3 可见, 因 
为 z=3+2i, 放 于 1 = 
3-2i, 面 z= -2-3i, 
故 テッ = 一 2+3i。 

这 样 ,在 复数 平面 
( 高 塊 平面 上, 相互 共 静 
的 一 组 复数 是 以 去， 到 


代表 它们 点 的 位 置 ,并 且 是 Y 
以 X'OX 统 为 对 称 轴 的 一 组 car 4 
对 称 点 。 

可 是 ,如 果 使 用 高 斯 平 x 
面 ,利用 作 图 法 就 可 求 得 ma -4 了 人 性 
和 za 两 个 复数 的 和 、 差 、 积 
与 商 。 2 

有 关 这 些 内 容 ,将 在 下 
攻 叙 迷 。 图 4-3 

前 面 提 到 阿尔 风 的 名 字 , 下 面 稍微 介绍 一 下 他 的 
情况 。 

阿尔 网 (4. R.Argand, 1768 ~ 1822) 是 瑞士 数学 家 ， 
其 童年 时 代 的 成 长 经 历 不 详 。 在 他 的 研究 工作 中 , 现 
在 评价 最 高 的 当 属 前 面 讲 过 的 阿 泵 闪 图 解 。 

也 就 是 说 ,在 平面 上 用 图 解 表示 复数 ,并 将 此 观点 
与 几何 学 相 结 含 , 从 面 对 复 数 研究 做 出 了 贡献 。 

这 种 图 解 是 在 1806 年 ,阿尔 网 38 岁 时 提出 的 。 

当时 ,数学 家 们 并 不 很 重视 阿尔 由 图 解 ,但 尔后 高 
斯 , 柯 西 等 大 数学 家 发 展 了 这 种 想法 ,不 久 便 推进 了 复 
变 务 数 的 发 展 。 


$4.3 ”高 斯 平面 上 的 四 则 运算 


首先 ,利用 作 图 法 来 求 两 个 复数 zi 加之 和 zi 二 
3o 
当 zr=g+ Bm =e Cate) + 
{b+ ad)io 
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如 图 4-4 所 示 , 为 了 画 出 相 邻 边 为 Dr ,Dz 的 平 


(btd ed ーーーーーーーーーーーーー ZAt22 


行 四 边 形 , 先 以 zi 为 起 点 作 平 行 于 Oz, ,而 长 度 等 于 
1 zz | 的 一 段 直线 ,着 其 线段 终点 为 zz , 则 
zs ニキ る = (atc}+ tb + di 
此 时 , 四边形 0z1z3z 为 平行 四 边 形 。 
下 面 利 用 作 图 法 求 两 个 复数 之 差 ma 一 zo 
当 zj=a+ 训 ,zz 二 C+ 午时,z1 -z= 8-c)+ 


(6 一 4d)i 作 图 如 图 4-5 中 所 示 。 
TY 


| 是 m+ が = 55 是 平行 四 边 形 对 角 线 ， 
| 二 | 印 55 加 是 该 平行 四 入 形 前 一 个 边 , 若 再 求 得 另 
边 ,问题 就 解决 了 。 

以 于 为 起 点 , 作 与 0z。 反 向 平行 的 平行 线 , 取 长 
度 zz = 0zz, 其 终点 ss 所 表示 的 复数 即 为 za = 
ター る 5o 

也 就 是 说 ,z= 一 z= (a-ec)+(8- d)io 

此 时 , 四边形 Oz,z zx, Y 
为 平行 四 边 形 ， 而 县 Oz 
为 其 对 角 线 。 

第 3 个 作 图 是 是 利用 
作 图 法 求 两 个 复数 x ，z 
的 积 a 到。 已 知 =a+ 
机 ,zs = c+ 虚 , 作 图 求 作 
“=a + le + di) 

= (ec - bd) 
+ (ad + be)i 

如 图 4-6 所 示 , 首 先 を 
在 实 轴 (XOX) 上 取 点 E, 
并 令 GE =1, 通 常用 下 表 
示 , 也 有 人 用工 表示 。 之 图 4-6 
后 ,作出 疯 个 相似 三 角形 ， 
全 za0E 人 一 全 ma0m (一 为 相似 形 符 导 ) ,从 而 求 得 五 点 ， 
sa 点 所 表示 的 复数 就 是 za = zi ms 

作 图 硕 序 归纳 如 下 : 

(1) 作る OE, 


(2) 在 0z, 两 端 分 别 以 0, za 为 顶点 画 出 
0 ニン ziOE 及 人 Oz2z3 = 一 0OEzi ,从 而 得 出 Oz3。 
按 相 羽 三 角形 中 的 比例 关系 
On : OE = Oz : O05 
ろ 又 喇 = 1 所 以 
0z :1=0z:0z 


因此 ， 
2 Oz = O02 .02 
实际 作 图 如 田 
OE 2a 


4-7 所 示 , 因 Ez グ 
zzz39 且 QE=1, 所 以 
0z3 = xi“0z, 从 而 
= lar hi)(c+ di) 
= (ac — bd) + {ad + bc)i 
最 后 ,利用 作 图 法 求 两 个 复数 z,、z。(z。 0) 約 商 
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ze 已 知 z=at+ 村 ,zz =c+ 中 (zz 关 0) 两 个 复数 , 利 
用 作 图 法 求 z) + #2。 

如 图 4-8 所 示 ， YY 
首先 在 实 轴 (X'OX) 上 
取 单 位 长 度 点 EC(1), 作 mE td 
AzOE こ へ zi0, 得 ーー 1 が 
点 大 , 軸 ニョ そる 


x 
《zz 天 0)》， 0 


即 二 = 全 (azx0)  Y 


作 力 顺序 :(1) 作 图 478 
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A OE: 
《2) 在 0z。 两 端 分 别 以 0, 为 顶点 在 Dzi 线段 下 
方 作 出 二 zi0z = どる 20E 及 一 Dzmzs = 人 0zsE, 从 而 得 
交点 ma 
因 人 へ を 0E い 会 0 :所 以 DOz:OE = Oz :0z ,但 
ーー ュー Oz 
是 OE=1, 所 以 Oz =。 
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这 样 ,0z3 = |za| ,所 以 z3 =z 2z2(z2 尖 0) 成 立 。 
可 是 ,zi 二 a+ 训 ,zy 二 c+ di(zy 关 0), 所 以 


2 e+bi 


ett 0) 
分 母 实数 化 后 ， 
_(a+bi)te-dG) (ge+ bd) + (be ~ od)i 
(erdiNc-d)™ で + の 


ge 上 59 bc- ad. 
一 
市 作 亜 得 列 = キタ 56 
线段 0z。 的 另 一 种 作 图 法 ,如 图 4-9 中 所 示 。 
图 中 zzE/zizs,6 角 为 任意 角 。OE=1 
所 以 ぁ 0OE へ へ 0s。 a 
由 OE:0z; = Ozs:0z 得 


2 


= 0) = テ 
即 为 所 求 。 
至 此 ,两 个 复数 的 四 则 运算 ，08 一 上 


オッ タ レー 2 の 2 “(0) 图 4-9 复数 除法 
利用 作 图 法 全 都 得 出 来 了 。 i 


た 
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或 许 你 会 感到 这 种 作 图 求解 复数 的 和 、 差 、 积 、 坎 
很 麻烦 ,但 借助 阿尔 风 所 提出 的 “阿尔 网 图 解 ”, 可 不 必 
计算 ,就 能 非常 简单 地 图 解 示 出 两 个 复数 的 四 则 运算 
结果 。 

这 里 弘 将 其 简单 的 图 解 示 出 ( 见 图 4- 10)。 大 家 
只 要 侣 绰 过 ,相信 都 能 充分 理解 此 图 的 含义 。 


图 4-10 复数 四 则 运算 的 阿尔 网 图 多 


$4.4 刑 用 直角 三 用 有 形 的 过 用 基本 
表示 复数 


复数 z=a+ 天 在 高 斯 平面 上 的 表示 ,如 图 4- 11 
所 示 ,我 们 已 经 在 前 面 叙 述 
zoarbt ”过 了 。 
园 中 直角 三 角形 斜 边 
x 长 度 为 Oz。 
可 是 ,| z| ニア ィ の 
置换 为 后 , 则 jz] = -= 
鲜 4- 1 の + ど >0。 


108 


这 里 ,8 = 人 zOX, 并 黎 为 复数 的 旺角 (argpment)， 
采用 它 的 英文 缩写 而 记 之 为 ag z= 8= 人 xzOX。 

这 样 ,使 用 绝对 值 | z| = ァ , 幅 角 6, 则 复数 z=a+ 
上 扩 可 表达 如 下 : 

z= e+ 本 = r(cosg + ising) 

在 似 述 用 三 角 函 数 表 示 
复数 之 前 ,让 我 们 精微 复习 
ーー 下 三角 画数 。 

如 图 4 一 12 中 所 示 , 在 
直角 三 角形 中 ,直角 的 对 边 
为 身边 Dz = +, 锐角 日 的 对 边 图 4-12 
为 Az = 避 , 锐 角 8 的 售 边 为 
OA=a。a,b,r 各 边 长 度 两 两 之 间 的 六 个 比值 , 竺 为 
日 角 的 六 种 边 之 比 关 系 或 三 角 函 数 ,并 分 别 定 义 表 示 
如 下 。 


， a 
= sin の 一 = coe6。 


“le 


3 テ 
b= cot9 。 a 


上 述 三 角 函 数 , 分 别 黎 为 正 驴 (sin)0、 余 弦 (cos)8、 
正切 (tan)0、 余 切 (cot)9、 正 章 (sec) 间 、 余 割 (cosec)9。 

对 直角 三 角形 而 言 ,已 知 其 1 个 锐角 日 之 后 ,其 另 
一 锐角 也 就 知道 为 50* ~ 0, 并 且 该 (直角 ) 三 角形 的 形 
状 也 就 確定 了 。 

对 相似 三 角形 而 言 ,虽然 三 角形 大 小 不 同 ,但 三 个 
对 应 边 之 比 却 总 是 一 定 的 。 

因此 ,使 用 直角 三 角形 的 一 个 锐角 ,可 以 表示 相 邻 
两 边 之 比 。 直 角 三 角形 的 e,8,r 三 个 边 之 间 , 全 部 共 

109 


= secd, = cosecd 


有 六 种 边 比 关系 ,但 通常 只 要 知道 其 中 sing = 之 ， 


r 
cosg = ,tang = 也 3 个 边 比 关系 就 足够 了 。 因 为 cot9 
是 tan8 的 倒数 ,sec9 是 cos6 倒数 ,cosec8 是 sing 的 便 
数 。 

现在 ,再 钾 头 来 看 为 什么 z=a+t+ 纪 = rl(cos8 + 
rsin の )? 
由 图 4 一 12 可知,sing=Az- 卫 ,所 以 5= rsin6， 
OQ rr 


所 と ニテ coe の 。 


如 果 对 上 列 两 个 关系 式 仍 不 很 理解 , 则 对 
at 本 = [全 41 二] 应 该 能 够 明白 


cos9 = 


所 以 ,z= e+ な = そ ュ で = r(cosg + iaing) 

也 就 是 说 ,z= r(cos9 + isin6)。 

复数 的 这 种 表达 方法 , 称 为 复数 的 极 形式 或 复数 
的 极 坐 标 表示 "1。 这 是 数学 特有 的 复杂 语言 。 

于 面 稍 离 正题 ,顺便 说 说 复数 在 电工 学 领域 中 的 
表达 。 在 数学 中 规定 ,复数 z= a + 本 ,但 在 电工 学 领 
域 已 习惯 用 i 符号 表示 电流 。 范 此 在 处 理 电 工学 的 复 
数 问题 时 改 用 来 代 状 i 符号 ,将 本 改写 为 加 ,并 且 使 
用 z=at+ 六 。 - 

可 是 ,在 z= rfeosg + isin8) 中 ,i 必须 放 在 sing 的 
前 面 ,所 以 计 和 7 符号 的 书写 不 同 是 因为 使 用 复数 领 


[*] 中 文 也 可 译 为 "复数 的 极 坐 标 式 "。 一 一 详 者 注 


1i0 


域 不 同 。 而 i 和 j 的 位 置 (Bi 和 孝 ) 不 同 则 是 人 们 的 习 
惯 ,并 县 无 论 在 数学 还 是 电工 学 领域 ,中 和 为 同样 都 
表示 复数 。 


き 4.5 复数 变化 的 表达 六 法 
一 一 核 坐标 方程 


直角 三 角形 的 屠 些 这 角 关 系 可 话 伸 为 三 角 和 函数 ， 
利用 图 4- 13 可 进一步 了 解 三 其 函数 。 


图 4~13 


如 前 所 述 ,原点 D、 横 灿 (X 轴 )、 级 轴 (《T 轴 ) 保 持 
原 祥 ,但 在 复数 平面 上 ,X 轴 称 为 实 轴 ,YY 轴 称 为 应 灿 ， 
原点 0 称 为 极点- 

前 西昌 到 的 那些 边 角 关 系 , 通 常 只 涉及 第 1 象限 ， 
但 复数 存在 于 第 1 象限 至 第 4 象限 的 整个 复数 平面 。 

也 就 是 说 ,复数 z=a+t+ hi 中 的 a.b 可 取 为 正 .0、 
负 等 各 种 数值 ,所 以 必须 引入 对 应 于 该 场合 的 “一 般 
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角 "。 

因此 ,一般 角 的 三 角 函 数 也 要 有 一 些 约 东 规定 。 

首先 ,规定 z 的 绝对 值 |z| = r 不 等 于 0, 而 且 要 
求 r>0。 

当然 ,a 在 极点 0 的 右 端 为 正 , 左 端 为 负 ;6 在 极 
点 0 上 端 为 正 , 下 端 为 负 。 

根据 三 角 函 数 性 质 , 要 求 -m <9<+m, 即 日 多 
的 变化 范围 在 正 、 负 无 穷 大 文 间 。 

也 有 人 认为 .复数 辐 角 的 变化 范围 在 - 180P 至 
+ 180" 之 间 ,但 这 里 规定 复数 辐 角 8 由 0 逆 叶 針 閉 1 
周 为 360°。 

因为 r,a, 的 符号 已 确定 为 正 值 , 所 以 各 象限 中 
正弦 、 余 弦 、 正 切 的 符号 列 于 下 表 中 。 


这 样 , 当 8=45° 时 ,复数 z」 可 用 极 瞧 标 形 式 表示 

如 下 ; 
=g+ b=1]+i 
= マ 2(cos4 + isin45°) 
(sw = sin45° = 为 
图 4- 14 中 示 出 ,复数 z 在 第 1 象限 的 情况 。 

在 第 2 象限 情况 下 ,9= 120* 时 ,由 图 4-15 可 知 复 

112 


数 zz 的 极 坐 标 形式 为 


图 4-14 


= ニ g キ お ニー1+Y35 
=2(cos120° + isinl20°) 


-= 二) 
= 2 

继 之 ,在 第 3 象限 情况 下 8= 210* 时 ,由 图 4-16 
可 知 ,复数 z。 的 极 上 坐标 形式 为 


(cos120° = 一 去 ,sinl0p 


za ニキ ニー ツマ 3ー5 


= 2(cos210" + isin210°) 


(ae 9 sin210° - -十 ) 
最 后 ,在 第 4 象限 情况 下 9 = 300? 时 ,由 图 4-17 
可 知 复数 ぇ 的 极 坐标 形式 为 
zed+ 天 = 工 -vV3i 
二 2(cos300? + isin300°) 
(oo = 二 ,aaaom -- 习 


113 


困 4-16 


这 样 ,因为 z=at+ 万, 所 以 > ヶ ニテ (eoe9 + ising) 就 
表达 了 复数 变化 的 情况 。 如 前 所 述 ,这 种 表达 方法 称 
为 复数 被 坐标 形式 (polar form) ,原点 称 为 极点 (pole)。 

可 是 , 画 出 半 直 线 OX, 并 用 rr 和 日 表示 pp 的 位 置 
时 , 则 称 为 家 坐标 (polar coordinates), 并 记 为 p(r,9)。 
有 关 极 坐标 的 情况 ,后 面 还 有 和 叙述 。 

这 样 ,用 + 和 日 表达 后 ,复数 = 就 一 目 了 然 ( 很 清 
楚 ) 了 。 

然而 ,出 z= r(cosg@ + isin0) 怎 样 还 原 为 z=a+4 妓 
呢 ? 这 里 取 图 4- 14 中 第 1 良 限 的 z 举 列 说明 如 下 。 

= ニ マ 2(cos4S* + isind5°) 

将 coe45* = 万,sin45* 一方 代 入 上 式 后 ,得 

1 ,1 、 
zl = あて: 方 に は テ : 

辣 理 ,第 2 象限 的 , 第 3 象限 的 第 4 象限 的 
zs 也 都 能 简单 地 计算 出 来 。 
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S4.6 堆 (0) 及 虚数 板 坐 标 形 式 的 
栾 示 方 法 


因为 z=0+0i, 所 以 实数 0 情况 下 ,|z| =9, 并 且 
规定 福 角 是 任意 的 。 
如 果 一 定 要 用 极 坐 标 形式 表示 的 话 , 因 |z| = 0， 
帆 魚 妨 0", 则 0 的 裤 坐 标 形 式 可 记 为 
z =0+0g = 0x (cos0 + isin0®) 
=0x(1+0i)=0 
0 的 极 坐 标 形式 是 Gx (cos0P + isin0?) ,而 这 是 一 个 徒 
劳 无 瘟 的 实验 。 
可 是 ,特殊 复数 (实数 .虚数 ) 的 极 坐标 形式 又 该 如 
何 呢 ? 
先 来 看 看 实数 e(a > 的 的 极 坐 标 形式 。 如 果 令 g 
为 二 ,| za | = r= ca，, 则 
Zs =g+ Oz = alcog0? + isin0?) 
=e(1+0) = a 
还 有 ,实数 为 ~ ala>0) 时 ,如 果 令 一 & 为 z， 
[al =r=a, 则 ・ 
zo =a+0i 
= a(cosl80? + isin180°) 
=al-1+0i)=-a 
接着 ,再 来 看 看 虚数 
《 纯 唐 数 ) 的 极 坐 标 形 式 。 
如 果 令 虚数 王 (b >0) 为 
| = -= 去, 出 
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z3= 0+ bi = O(cos90° + gain90P) 
= 5(D ょ の = & 
同 理 ,虚数 -bi(b>0) 也 一 样 ,如 果 令 一 也 为 z， 
lz1=r=5, 齐 
z。 =0— bi = ゅ (cos270P + isin270°) 
=5iO +ix(- 1D|F =- 
申 以 上 豆 見 , 実 数 a, -ea(a>0), 虑 数 ( 纯 虚数 ) 
于 ,一 眠 (上 >0) 采 用 极 形 式 表示 后 ,其 结 果 分 别 为 a， 
一 gas 所, 一 此 是 合理 的 。 


84.7 60 进 制 和 于 度 制 的 关 标 


计量 角度 ,一 般 多 采用 以 度 , 分 , 秒 为 单位 的 60 进 

制 ,但 也 有 用 怠 度 为 单位 计量 的 弧度 制 (method of radi- 
an)。 对 此 ,下 面 略 作 简单 说 明 。 

FE 如 图 4 一 19 所 示 , 在 半径 为 


/NN r 的 加 同上 , 取 长 度 为 r 的 圆 张 


的 ,其 所 对 应 的 圆心 久 为 1 个 
统 度 单位 (rad), 通 常 将 rad 省 略 
面 称 其 大 小 为 1。 这 种 测量 回 
民 角 张 开 大 小 的 方法 , 称 为 弧度 
制 。 

计算 角度 大 小 ,通常 多 漆 用 

60 进 制 ,但 在 理论 分 析 时 ,使 用 世 度 制 既 方 便 又 简单 。 

下 面 , 先 来 说 明 单 位 弧度 舱 (rad) 有 多 大 。 
由 曾 4-19 可 见 ,单位 圆心 角形 状 类 似 正 三 第 形 

的 一 个 角 , 因 而 可 推测 该 角 咯 小 于 60°, 约 为 57 度 17 分 
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图 4-19 


44.8 秒 (57917'44.87)。 


可 是 , 团 费 PQO 长 与 其 所 对 应 的 回 心 角 二 POQ 成 正 
比 关系 。 

所 以 ,如 果 PQ 增 大 2 倍 ,3 售 ,…m 倍 , 则 图 心 角 
LPOQ 也 相应 增 大 2 倍 ,3 悦 -nm 倍 。 

因此 ,用 表示 圆周 率 之 后 , 则 米 径 r 的 图 周 长 
为 2rr。 

也 就 是 说 ,图 周 与 直径 的 比值 为 回 闪 率 ァ 。 

可 是 ,60 进 制 的 角 旋 转 一 周 为 360", 因 此 

ri2mr = 1 幸 度 (rad) : 360P 

即 1:2r=1l 缴 度 (rad]:360? 

所 以 zt 弧 度 (rad)=1807 或 180p = r 殖 度 (rad)。 

一 般 情况 下 ,都 将 单位 统 度 (rmad) 省 略 , 而 简单 表 
示 为 180° = ro 

这 样 ,除了 代表 圆 的 周 长 与 直径 之 比 的 圆周 率 
外 ,天 还 等 于 60 进 制 中 的 180p 角 。 


在 实际 应 用 中 ,x 的 近似 值 当然 可 到 为 他 或 


3.1416, 而 纹 度 制 的 =( 角 ) 也 和 近似 为 学 误 度 或 3.1416 
强度 。 


这 样 , 可 将 Op ~ 360r 之 间 经 党 使 用 的 角度 ,采用 60 
进 制 和 就 度 制 对 展 表 达 如 下 表 。 


CEE] ee ay hey| ze By 


回 国語 団 帳 半 = 
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x エエ 
由 此 表 可 知 ,30"= 知 ,45"= 开 ,60?= 呈 ,9 = 方 


…270 = 之 ,3607 2x。 当然 ,180° = 和 


S4.8 关于 加 而 率 x 


实际 上 ,x 也 用 来 表示 半径 为 1 的 图 面积 。x 也 
许 是 我 们 所 接触 到 的 数 中 最 闻名 的 数 。 

在 德国 ,圆周 率 叫 数 鲁 道夫 数 , 这 是 取 自 英文 Lu- 
dolph mumber 和 德 文 Ludolphsche Zahl 的 拼音 。 

荷兰 人 鲁 道夫 (C，Van Ladolph，1540 ~ 1610) 首 先 
启用 国 周 率 这 个 名 称 , 在 他 临终 前 已 将 贺 周 率 近似 值 
精确 计算 到 小 数 点 后 第 35 位 数 。 

虽然 圈 的 大 小 名 有 不 同 ,但 起 周 长 和 直径 之 比 为 
定 人 ,这 是 很 早 以 前 人 们 就 知道 的 。 

因此 ,圆周 长 与 直径 之 比 叫 做 圆 局 率 , 其 最 初 的 食 
义 是 周 按 ,在 1743 年 瑞士 数学 家 欧 拉 开始 使 用 贺 厨 率 
的 符号 是 p。 

现在 ,世界 各 地 采用 的 贺 周 率 符 号 为 和 ,这 是 来 自 
于 “周边 "一 词 希 腊 语 字 头 的 大 写字 母 再。 

1742 年 前 后 ,已 有 数学 家 采用 zt 为 园 周 率 符 革 ， 
但 1748 年 , 欧 拉 在 他 的 名 著 《 解 析 学 ?一 书 中 不 再 用 p 
而 开始 政 用 为 圆周 率 符 号 ,从 此 大 家 都 使 用 节 了 。 

美 于 欧 拉 的 身世 ,请 参阅 第 ?7 章 中 的 叙述 。 

在 使 用 汉字 的 中 国 和 日 本 ,最 初 当 然 没 有 x 这 种 
将 号 ,并 且 只 有 略 周 率 、 密 率 等 名 称 。 

如 前 所 述 ,圆周 率 x 是 无 限 小 数 , 并 且 是 一 个 无 
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理 数 。 

证 时 x 供 取 作 学 。 当然 。 学 =3.142857 基 有理 数 
中 的 德 环 小 数 。r 二 3.141592 可 精确 到 小 数 点 后 的 6 
位 数 , 它 与 学 相 差 0.0013。 此 位 的 误差 低 于 动 5。 可 以 


说 古代 所 采用 的 + 信 相 当 精 确 。 


另外 ,与 x 二 3.141592 比较 ,使 用 近似 信 3.1416 
的 误差 为 十 万 分 之 一 。 


这 样 ,使 用 学 的 误差 只 能 达到 小 状 点 后 的 2 位 数 ， 


西 =3.14t6 可 精确 到 小 数 点 后 第 3 位 数 。 
关于 x 近 羽 值 情况 ,这 里 应 该 特别 指出 最 时 是 中 
国 数 学 家 祖冲之 (430 ~ 501) 开 始 取 密 率 , 即 圆周 率 为 


全 , 后 来 天 文学 家 何 承 天 也 使 用 此 值 ,其 后 是 日 本 算 学 
家 关 孝 和 (1642 - 1708) 也 取 学 为 通 周 率 ( 也 叫 密 率 )。 


も 223 333 355 377 
除 此 之 外 ,x 的 近似 值 还 有 “全 ,1 斌 ,3.3 区 等 
等 。 


有 有关 辕 周 率 的 情况 ,请 大 家 参阅 作者 在 生活 与 科 
学 文库 中 《x 的 与 秘 》 一 书 的 详细 介绍 。 


S4.9 采用 瑟 度 制 的 复数 极 人 能 补 形 式 


录用 避 度 制 表示 复数 e+ 天 的 极 坐 标 形 式 时 , 例 
如 到 =1+P 则 


= + i =V2(cos43" + isin45°) 
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=Y2(coe 至 十 isin 全う 
同 理 ， 
ち ニー キャ マ 3 ょ =2(oos1207 + isinl20°) 
=2(cos る z + isin を 7) 
还 有 ， 
z3 =ー ツ 3 i =2(eos210° + isin210°) 
=2(cos Tx + isin tn 


因为 动 径 的 位 置 相 同 , 由 也 可 用 概 坐标 形式 表示 


如 下 ; 
= 2{cos( - x=) + isin( - る =)} 
最 后 ， 


za ニキ ー73』 = 2(cos3r+ isin Fx) 


也 可 以 。 
那么 ,如 果 复 数 
z=-3(cos 号 +isin 号 ) 


時 。 
在 r>0 条 件 下 ,必须 


120 


因此 ,由 图 4- 20 可 清楚 地 看 出 来 。 


下 面 就 来 确认 此 讨 算 结果 是 否 正 确 。 
因为 
cos 4 =cos240" = ー 1 
sin を x = sin240° = -到 
所 以 
工 =3(ooe 闻 = キ iin 人 x) = 3(- ま - 学 
ー_ 3 373. 
ーー 2 ター 2 


确实 为 图 4-19 中 所 示 。 
用 茨 所 特 斗 算 , 取 可 考 麻 吉 下 : 
z=-3(co 持 + isin 持 ) = 3( - oo 和 村- isin 雪 ) 
1 3. 3 33. 
= し - す - 全 りー ター 


2 
此 复数 z 肯 定位 于 第 3 得 服 。 
因为 复数 z 的 绝对 值 | zi 为 ,所 以 只 要 求 > 为 正 
全 或 等 于 0。 


$4.10 复数 22 的 和 坷 朴 的 
上 に ミ キー エ ンズ 


这 里 ,已 知 2 个 复 歉 z,% 的 极 坐标 形式 。 
如 果 z =at 睹 ,zz 二 c+ 民 , 则 可 求 得 z1+ zi 和 
zl 一 :尔后 再 将 计算 结果 还 原 为 极 坐 标 形 式 ,这 祥 就 
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可 得 出 以 下 复数 极 坐 标 形 式 。 
21 + zz = rilcos0, + ising,) 
21 ~ zl = rafcosg。 + Esing,) 
还 有 ,与 三 角形 的 边 角 比 一 样 .0z 称 之 为 动 径 
(radius ) 。 
例题 已 知 zx = 2 (om 等 + isin 子 ) ,za = 


对 ce 亚 +isin 雪 ] ,计算 +, 一 吉之 值 。 
解 


z1 =2( co 于 十 isin 号} = 2( 
Tt 
6 


) -| 
所 以 
する ニキ +Y3E+ マ 3 ユエ エニ (1+V3)+ 3+ DE 
ーッ = ニ 1+Y34 YI i= (3)+ 3 -TD 
因此 , 令 zi + zz = ri(cos0, + ising ) , 则 
nm VY + 5+ 1 
=V1+273+3+3+293 ょ 1 
= 8 + 43 = 2(4 +2Y3) 
=Y2y 4 + 273 =723 + 1 
=Y6+72 
即 r, =Y6 +Y2, 故 


cosO = 1+Y3 (I +y3)(6 - マ 2) 
' WE+Y2 6+y2)Q -YD) 


SE = 1+ マ 3 ェ 
工 
2 


Pc ます 


2Z2 -2z(eos 和 到 + isin 
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_Y6 - ツ 2 ょ 18 - Ye 
= 6-2 


18-V3 33-_2 
ーー 4 


4 
22 72 
4 “2 
に リ csg = 
sin@, = 3 +1 2 
リア 76+73 2 
即 sing = の 
因此 ,rn =Vv5+v5,09 = 4 の = 
t= + es T+ isin 车) 


同 理 , 令 ュー ち =r(eoe の + gsin 和 の ) 。 

ry = (1 -737 + (43 -1)7 
= ュー273+3+3-273+1 =Y8-475 
= 2(4 - 273) = V2V 4 - 273 = ソ 23- 1) 
=Y6 - 2 

時 r=Y6 一 Y3, 所 以 

1- マ 3 _ (1 -v3)(W6 +423) 

Y6-72 (6 - マ 72)6+5) 

= 人 + -6 -人 -下 


cos9。 = 
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Y3-1 3-1)6+2) 


sinb, = i” WE DE + 2 
IE 118 -76 -3 
6-2 


E13 sy3 3 
ー 4 4 


因此 ,rz -6- /26 =135 = 4 
所 以 ,zi = WE Do Fr+ iein x) 

这 样 计算 起 来 
确实 有 点 麻烦 ,但 若 
利用 图 4-21 就 可 简 
x 单 地 得 出 答案 。 

应 当 指 出 ,在 计 
算 此 解 的 过 程 中 ， 
Y 8 ょ 473 = 
图 4- 寻 Y2Y(4 ェ 23) 的 计 


算 结 果 为 V4+2V3 


=V3S+1, 这 里 利 用 了 等 式 
(a+b)} s+2YVab =7g エマ も 
左 増 平方 =(e+ の ェ 2 マ ob 
右 端 平方 Vay + (87 4+2V の 
=(a+b)ri2Vab 


因此 ,V 4+2V3 了 =v3+1 是 因 两 数 之 积 为 1, 两 数 
之 和 为 2, 而 求 得 两 数 分 别 为 3 和 1。 


在 ve+ab)-2w 呈 =wva-v5 中 ,要 求 w>B。 


$4.11 复数 zl ,zs 积 与 佑 的 
上 に キー そこ 2 コ 


极 坐 标 形 式 可 用 来 计算 复数 的 积 和 次 ,利用 三 角 
学 的 加 法 定理 ,会 使 计算 变 得 非常 方便 。 
首先 ,za = ri (cosg + fsind,), 22 = (cos の 。 + 
isin9,), 所 以 、 
Zr ・ る > = ri(coad, + sim の 。) ・r。(cos。+ ising,) 
= rt - rm(caos9 + gsin の 9. ) + (cosd, + rsin@。 ) 
= rm， ra (cosb, » cosf, + icosd,sind, 
+ isind, coeg。 + gind, * ein の 。) 
= rl ri(cosd,cosd, ~ gin の isin9。) 
+ {cosd, sind, + sind,cos8z)i} 
= ri tfcos( + 6) + isinto + 如) 
著 信 z= 中 z = ニ ェ ニャ ョ = sa 人 1a| 
argz= 日 = の 。+ の 。 = argz + gz 
所 以 = r(eosg + rain の 
据 此 得 知 , 绝 对 值 1zl 为 ,za 绝对 值 之 积 , 而 幅 
角 amgz 为 zyza 幅 角 之 和 。 
在 以 上 计算 这 程 中 ,曾经 利用 过 以 下 两 个 加 法 定 
理 , 即 


sinta + 8) = sinacosB + cosasing 


cos(g + B) = cosccosp ~ sinasing 
下 面 计算 复 数 除法 zi 二 zi 的 商 ( デ 0)。 
= mufcos6 + isind,), 22 = (cos9。 + rsin の 。 ) 
。 am ri(cee9+ ising, } 
一 z。 roos0, + ising,) 
ri, (coos) + isind, ) (cosd, — ising, ) 
ry (cos9。 + tsin の 。 ) (cos ひ 。 — sin9。 ) 


moos の 」oos の 。 ~ zooe の ,sin の 。 + zsim の oos。 一 sin の rsin の 。 
2 co の 一 sim の 
上 式 分 母 为 (cos'6 - ?sit? 8B,), 而 分 子 中 , 除 
外 为 
(cos6,cos9。+ sinf sing。 ) + (sin9.cos6。 — cos の 」sin6。 ) 
因为 sina +cos a =i, 所 以 分 母 为 ms 
又 因为 


cos(o — お) = eosacosp + sinasinB 


sin(o — 月) = sinaces8 ~ cosasing 


at ー の )+ iein( の ー の )1 


Zz 
を ニュ ニ ァ (cos9 + iam の ) 
2 
则 
了 TL EI 
izl = = 


2 
argr = 日 = 0 -0 = ar8z」 一 armgzz 
也 就 是 说 ,可 以 简单 计算 两 个 复数 的 商 , 其 商 的 绝 
对 值 为 两 个 绝对 慎之 商 , 其 己 角 为 两 个 己 角 之 差 。 


下 面 举 蚀 计 算 复数 极 学 标 形式 的 乘法 及 除法 。 
例题 当 z =2( e+ isin 委 ) , 
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ンー レギ すり 次 は 生生 宇和 本 す 


标 形式 。 
解 将 已 知 数值 代入 公式 


ma cos(0, + 02) + iain(e + 8.)}, 


6 
=4( oo 到 + isin 二) 


同 理 ,将 已 知 数 值 代 入 

于 = to - 8) + isin(@, - 0,)}, 
E24 Ty 

则 


I 


2 A bg -| 开 rr 

= 人 す tew( 全 - る )+ cms( 生 を) 

=cos € + isin を 

这 里 , [2 之 和 | =1。 

wrt +22)= そ 。 
图 4- 22 中 示 出 

,和 2 加, 全 的 图 


解 ， 其 中 ， Z1*Z22 一 人 47， 


oi 


2 
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84.12 弧度 制 的 严 
与 三 角 看 数 曲 线 


下 面 , 让 我 们 来 看 一 下 ,使 用 弧 关 制 的 x 进行 计 
算 有 多 方便 。 

三角 画数 (trigonometric fanctiony 的 正弦 值 可 图 示 
为 正弦 曲线 。 

表示 这 种 弟 数 值 的 点 是 以 2x(360°?) 为 周期 的 连 
线 平 滑 泪 形 曲线 。 

如 果 寓 轴 (x 四) 为 角 日 , 纵 办 (y 轴 ) 为 sing( 正 蓄 ) 
值 , 则 可 描 绽 出 漂亮 的 图 形 曲线 ,如 图 4-23 所 示 。 些 
图 形 就 是 经 常 所 见 到 的 正 驴 是 线 。 


图 4-23 正弦 曲线 


当然 , 横 四 上 r 的 长 度 取 其 近似 值 3.14 为 好 。 

这 样 , 些 图 为 正 豆 曲 线 的 正确 图 形 ,而 且 是 只 描绘 
出 0~2r 之 问 , 芭 0?~360* 之 闻 的 正弦 曲线 。 

実際 上 , 横 机上 角 8 的 变化 范 团 是 -ww<60< 
+ 

但 是 ,以 2x (360°) 为 周期 重复 同一 图 形 ,可 以 在 
最 小 变化 范围 内 得 知 曲线 特征 。 

另外 ,正弦 值 的 变化 范围 是 -1 与 +1 之 交 , 所 以 
aing 值 钨 变化 为 [ -1,1], 并 可 书写 为 -1<sin0<1。 
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这 也 是 正弦 曲线 的 重要 性 质 。 
84.13 十 人 人 有关 Tt 值 的 计算 


下 面 介绍 一 下 古 时 候 人 们 是 挎 样 计 算 轿 冰 率 x 
近似 值 的 。 

首先 ,从 图 的 内 接 正 多 边 ( 角 ) 形 和 图 的 外 切 正 多 
边 ( 角 ) 形 开始 。 

所 有 顶点 全 部 位 和 王 闻 一 图 周 上 的 正 多 这 (和 角 ) 形 ， 
叫做 内 接 多 这 ( 角 } 形 ,例如 内 接 正方 形 和 内 接 正六 前 
形 。 

各 过 都 跟 同 一 个 加 相 急 的 正 多 这 (前 ) 形 ,叫做 这 
个 夯 的 外 切 正 多 边 ( 角 ) 形 ,例如 外 切 正方 形 和 外 切 正 
六 角形 。 

图 4-24 分 别 示 出 正方 形 和 焉 六 这 ( 角 ) 形 的 内 接 
圆 和 外 切 贺 图 形 。 


图 4-24 内 接 和 外 切 正 方形 和 正六 边 ( 角 ) 形 


因为 正 多 这 形 周 边 长 接近 其 肉 接 或 外 切 圆 的 周 
长 ,远古 时 代 人 们 就 开始 采用 这 种 办 法 来 计算 图 闽 率 
x 的 近 羽 人生。 而且, 这 种 内 接 或 外 切 正 多 边 形 的 边 数 
越 多 ,其 周边 长 越 接近 该 图 周 长 , 从 而 所 求 x 值 精确 
度 也 越 高 。 
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例如 ,计算 内 接 正 六 这 ( 角 ) 形 时 ,逐渐 增 大 这 数 ， 
使 正 六 边 形 变 为 正 12 这 形 、 正 24 边 形 、 正 48 边 形 
…'… 计 算 外 切 正 方形 时 ,逐渐 增 大 边 数 为 正 8 边 形 、 正 
16 撤 形 、 正 32 边 形 -…… 并 分 别 计算 各 自 的 周边 总 长 ， 
内 接 正 多 这 形 周 长 略 小 于 图 周 长 广 ,而 外 切 正 多 过 形 
周 长 略 大 于 图 周 长 度 。 

所 以 ,古代 数学 家 不 断 进 行 以 上 计算 ,试图 得 到 更 
精确 的 x 近似 值 。 

为 计算 x 的 授 似 值 ,他 们 之 中 曾 有 人 奉 喜 终生 。 

还 有 ,计算 时 所 使 用 的 正 多 边 形 边 数 ,也 因 人 而 
异 。 

短语 中 ,zt 称 为 三 道夫 数 ,由 此 而 闻名 的 荷兰 数学 

”家 重 道 夫 (Ludolf van Ceulen,1540 ~ 1610) 在 1596 年 就 
将 x 的 近似 值 计算 到 小 数 点 后 第 20 位 。 

到 1610 年 他 死 前 ,和 鲁 道 夫 已 将 正 多 边 形 边 数 增 至 
2 人 2 的 所 次 方 ), 也 就 是 说 计算 到 正 多 边 形 边 数 为 2 
的 周 长 ,从 而 x 的 精确 程度 已 达 小 数 点 后 第 35 位 数 。 

那么 ,2 多 边 形 实际 有 多 大 呢 ? 马 上 很 难说 浓 
慧 。 

这 里 稍 离 正 题 ,对 此 略 加 估算 如 下 。 

高 中 数学 教科 书本 澡 列 月 4 位 对 数 表 , 利 用 此 表 
可 计算 22 如下。 

令 x%=22 ,两 端 取 对 数 后 ， 

logx = 621og2 
查 对 数 表 可 知 ,log2 =0.3010, 所 以 
logx = 62 x 0.3010 = 18.6620 

达 星 ,0.6620 为 对 数 的 定 值 部 ,18 为 该 对 数 的 定 

位 部 , 据 此 可 知 这 是 个 19 位 的 数 。 
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这 里 , 芭 过 来 先 查 对 数 表 中 0.6620 的 真 数 ， 则 
0.6620 = log 4.59 
也 就 是 说 ,x =4.59 x 10” =459 x 10% 
这 样 ,x 是 439 后 有 16 个 0 的 数 , 即 
x = 4,590,000,000,000,000,000 
在 日 本 数字 位 数 有 一 .十 . 百 . 千 、 万 、 亿 、 光 、 京 …-… 
而 日 本 的 数字 表示 法 为 从 吉 起 每 4 位 加 一 还 号 "， "な 
别 为 万 、. 亿 、 兆 、. 京 。x = 459,0000,0000,0000,0000 
- 这 样 ,所 求 多 边 形 的 边 数 x 为 459 京 个 过 的 应 大 
正 多 这 形 。 
也 就 是 说 ,以 1 兆 的 1 万 档 为 1 京 单位 ,这 是 一 个 
约 有 460 京 个 达 的 正 多 达 形 。 
在 17 世纪 所 发 现 的 * 的 各 种 展开 式 是 展开 无 穷 
级 数 的 计算 结果 。 这 些 应 归 芒 于 牛顿 和 莱 布 尼 匡 有 所 发 
现 的 微 积分 。 
这 里 糙 的 展开 式 之 一 介绍 如 下 。 
5. _ 1 1 1 1 1 1 
4 
此 式 是 格 里 高 利 (James Gregory、1638 ~ 1675) 在 年 
仅 33 岁 时 发 现 的 。 
格 里 商 利 展开 式 是 分 子 为 1, 分 母 为 青 数 , 且 正 
(+)》、 负 (- ) 项 交管 出 现 的 无 穷 分 式 数 列 。 


因为 开 下 是 正切 tm 4 = tandS° = 1 的 反正 切 函数 


所 以 此 值 来 自 arctanl = 村。 
在 此 之 后 ,很 多 数学 家 采用 各 种 x 的 展开 式 ,从 
而 使 近 仪 值 的 精确 度 不 断 提高 。 
电脑 的 出 现 已 经 使 r 的 精确 值 达到 小 数 点 后 几 
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亿 位 了 。 

利用 电脑 计算 x 近似 慎 的 一 些 情 况 ,在 第 1 章 中 
已 有 介绍 。 

自古 以 来 ,很 多 人 一 直 从 不 同 角 度 提出 x 近似 秆 
的 各 种 计算 方法 ,其 中 也 和 包括 发 现 万 有 豆 力 的 着 名 大 
科学 家 和 牛顿。 牛顿 展开 式 为 : 


* 1 、 1 .1 1・3 1 
6 2 12<3 2 ナイ 2・4・5 の 


1・3-5 1 
+ す 32・4・6・7 ダー 

根据 这 个 展开 式 ,x 近似 值 的 计算 结果 可 达到 小 数 点 
后 第 14 位 数 。 

也 就 是 说 ,rt 二 3.1415926535897。 

在 1706 年 , 马 庭 (1681 ~ 1751) 已 将 x 近似 值 计算 
到 小 燥 点 后 的 100 位 数 。 

马 庭 所 使 用 的 计算 公式 如 下 : 


于 =4 二 -村 ( ーー +…} 
-{ 走 - 放 ( 南 ) -二 部) 
- あー 
再 以 后 于 1873 年 , 尚 克 斯 (1812 ~ 1882) 使 用 马 庭 
公式 将 x 的 近似 值 计算 到 本 数 点 后 707 位 数 。 
可 是 ,后 来 经 计算 机 验证 指出 , 尚 克 斯 计算 的 结果 
有 错误 ,只 有 527 位 数 是 准确 的 。 


1950 年 ,美国 人 已 将 x 的 近似 值 计 算 到 小 数 点 后 
2035 位 数 。 


当然 ,此 计算 结果 使 用 的 依然 是 马 庭 公式 。 
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此 后 ,由 于 电脑 的 高 速 发 展 ,圆周 率 x 近似 值 的 
精确 度 很 快 就 突破 2 亿 位 数 大 关 。 

1989 年 6 月 ,美国 再 仑 出 亚 大 学 的 一 个 三 究 小 组 
已 将 x 近似 值 精确 计算 到 小 数 点 后 的 4 亿 8000 万 位 
以 上 。 

不 久 前 又 有 消息 传 来 ,同年 8 月 美 鲜 同 一 所 大 学 
的 两 位 数学 家 甚至 已 经 计算 出 x 近似 值 精确 度 高 达 
10 亿 1119 万 5691 位 数 。 

这 是 否 是 x 近似 值 不 可 克服 的 极限 呢 ? 日 本 东 
京 大 学 的 金田 先生 对 此 持 怀疑 态度 ,而 且 此 后 不 到 3 
个 月 ,于 同年 11 月 19 日 金田 先生 已 将 z 近似值 的 精 
确 度 计 算 到 小 教 点 后 10 亿 7374 万 位 数 。 此 次 计算 结 
果 比 他 本 人 以 前 发 表 的 记录 提高 2 们 。 

估计 今 关 x 近似 什 的 精确 度 可 达 15~20 亿 位 数 。 

圆周 率 精 确信 的 计算 被 认为 是 检查 电脑 性 能 和 程 
序 的 最 佳 措施 之 一 。 

现在 ,著作 权 属 于 美国 的 x 值 计算 公式 ,传说 正 
是 使 用 随机 数 表 计算 出 来 的 。 与 此 相反 ,还 有 另 一 种 
说 法 ,zt 的 数字 序列 也 可 以 用 来 制作 随 视 数 表 。 

总 之 ,利用 r 近似 值 蝴 开 式 最 高 只 能 精确 到 数 千 
位 ,精确 度 大 于 10 亿 位 的 x 值 就 得 采用 其 他 方法 计 
算 了 。 

金 因 先生 所 使 用 的 计算 公式 ,据说 也 不 完 全 是 高 
斯 - 勒 证 德 (算术 几何 平均 法 ) 公 式 。 

$4.14 江 户 时 期 的 日 市 数学 家 
和 的 计算 


关于 x 的 展开 式 ,日本 江 户 时 期 的 数学 家 们 进行 
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过 研究 ,这 里 用 现在 的 表达 形式 介绍 如 下 。 
建部 实 瑟 (1664 ~ 1739) 利 用 下 式 曾经 计算 了 x 的 
赣 似 值 。 但 在 平山 博士 的 书 中 却说 是 松永 良 回 计算 
的 。 
(4) -1+ 二 
3 3・4 3・4・3・6 
ビー ダ ・ ま 
+ す 3-4・5・6・7・8 す 
松永 良 弱 {1692 年 前 后 -1744) 使 用 下 式 斗 算入 


工 ィ ュ ー ビ P・32 
3 で 4-6 14・6・8・10 

了 了 
+4-6.8 10・12・14 + 


但 是 ,在 日 本 x 的 近似 值 也 是 各 式 各 样 的 , 按 其 
由 小 至 大 的 顺序 排列 有 :3，10 ,3.14, 殖 ,3.2, 也 有 用 
3.16 的 。 

1663 年 , 村 松茂 清 的 《算术 》 一 蔬 中 已 经 有 
3.1415926 的 记载 。 书 中 仅 将 3.14 作为 x 近似 值 使 
用 ,但 这 却 比 长 时 间 所 使 用 的 3.16 值 更 精确 。 

据说 ,村 松茂 清 是 从 加 内 接 正 24 角 形 ( 正 16384 
边 形 ) 周 边 的 总 长 度 计 算得 出 的 土 述 结果 。 

江 户 时 期 的 日 本 首席 数学 家 岗 才 和 称 圆周 率 为 
“ 周 宁 "” ,而 且 取 其 值 略 小 于 x 二 3.14159265359。 
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复数 在 解析 几何 中 的 应 用 
ーー 复数 和 解析 几何 的 关系 ”一 -一 


§5.1 页 点 间距 高 


复数 的 利用 ,拓宽 了 解析 几何 学 领域 。 
Y 如 图 5-1 工 所 示 , 首 先 
za=4Hi 来 看 两 点 2 、\ 之 问 的 还 
离 。 

当 z =1+2r,z=4+ 


x | X 3i, 则 两 点 间距 高 刀 刀 芳 
2 
’ - (4+35) 
副 5 1 =1ー4+ 2 31 
= -3-i, 
再 其 绝对 值 
ia al=Vv(-3 + (1 = V9+1 = V10 


所 此 ,一 般 情况 下 两 点 间距 离 就 可 由 | 专 一 志 | 得 


大 家 都 知道 ,在 解析 几何 中 两 点 A(a, ,02),B(bi， 


52) 的 距离 可 由 三 平方 定理 ( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 表 示 为 


AB = vi- a) + (6 一 aa 和 


这 两 种 计算 式 非 常 相 似 。 


因此 ,我们 来 看 看 一 般 通 用 的 公式 。 
现在 , 当 


ing lana-al= Vla- c+(b- dy 


时 ,这 里 令 而 一 和 == 有 +Bi, 因 为 4=a-c,B 
=56-d, 所 以 
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aislaril= vf + Fo 

也 就 是 说 ,两 点 各 和 sz。 芝 同 的 環 高 訪 喜 。 
= A+ Bils= VA + BB 

更 确切 地 说 ,两 点 间 焉 离 为 2 个 复数 的 实数 部 位 


差 的 平方 以 及 其 虚数 部 位 差 的 平方 相 加 后 的 平方 根 ， 
并 且 取 平方 根 为 正 的 值 。 


SS.2 画 


那么 ,以 ze 为 圆心 ,半径 为 的 图 的 方程 式 又 该 
怎样 表示 呢 ? 
满足 |z -zo| = rtr 为 定 值 ) 运 动 的 动 点 z 的 雪 
迹 , 是 圆心 为 z, 半 径 为 = 的 圆 。 
也 就 是 说 ,方程 |z~zo| = 表示 圆心 为 za、 半径 
为 r 的 加 ,如 图 5-2 所 示 。 
这 实际 是 加 的 一 种 简单 表达 式 。 
此 式 自 身 原本 是 源 某 定点 z。 等 素 离 动 点 z 的 轨 
迹 , 即 为 图 的 定义 。 
众 所 闽 知 ,在 解析 几何 中 , 国 心 为 CUa ,5) ,半径 
为 的 圆 的 方程 式 为 
(を z- g デ だ + ォ (ルター テニ デ 
如 图 5-3 所 示 , 当 国 心 zo。=1+2i, 半 径 r=2 时 ， 
如 车 z=x+ i, 则 
lz- zl = Carn (+2D| =2 
此 式 整 理 后 ,得 
I(z—- Dr(y-2)i|l=2 
所 以 (1 アデ ォ ( ッ ー2)* = 2, 两 端 平方 后 ， 
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(x-1)+(《y 一 2》 =4。 这 是 圆心 为 =1+28 半径 
r=2 的 国 的 方程 式 。 

下 面 ,我 们 再 来 看 看 园 的 一 般 方程 式 。 

圆心 为 6 =g+ 这 ,在 半径 为 r 的 圆周 上 , 动 点 
z=zx+ 优 运 动 时 ,表示 此 图 的 方程 式 由 |z- zl = 可 
知 ,应 为 

Y(z -ea) tly bY = Tr 

据 此 ,(x-aP+(y- b=r 

这 是 圆心 为 zx = a+ 吕 ,半径 为 r 的 图 的 方程 式 。 

因此 ,|z 一 各 | = 可 表示 图 心 为 如 = a+ 此 ,半径 
为 = 的 圆 。 


§5.3 人 誉 标 平面 上 的 曲线 方程 式 


大 家 都 知道 ,坐标 平面 (coordinate plane, xy 平面 ) 
上 的 曲线 方程 式 通常 表示 为 f(x,y) =0。 
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这 两 个 坐标 轴 正 交 , 并 且 ァ 
与 直角 坐标 一 样 。 

将 直角 坐标 与 复数 联系 起 
来 ,就 可 考虑 曲线 方程 式 。 

那么 , 殷 定 复数 z=x+ 


fx D0 


入 , 则 其 共 辆 复数 二 = = 一季。 图 54 
因此 ,这 两 个 复数 z) テ 
的 和 与 差分 别 为 


z+ =(x+y)+(r~ yi)=2x 


z= HY (x yi) = 2 
由 此 可 见 ,下 列 关 系 式 成 立 。 
也 就 是 说 ,x = y= 
将 这 些 x,y 值 代入 fx,y) =0 式 , 则 
/5,0 
2 和 三 的 这 种 关系 ,就 把 坐标 平面 上 的 曲线 
(xy)=0 变 成 复数 表示 的 曲线 。 
因此 ,使 用 二 = 三 与 三 ,y = 5 三 ,坐标 平面 上 四 
的 一 般 方程 式 
fixsy) = ty +2Ar+2By+C=0 
《A、B、C 为 常数 )， 
则 可 表示 为 以 下 这 种 复数 式 
三 三 -了 了 z+ FY -zs\ 
A ララ’ 2 ) =( ラ ) 1 ) 
+ 24 そ も を 


其 开 此 式 后 , 则 得 


テー 


H+C=0 


+2B 
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4 4 
Alz + 五 + (= 
2 +2z を キテ -2zF + 7? 
4 一 4 + 


Altz+ 5)- Bl(z- Fi+ C=0D 
+2 
4 
A+AT — Ba+ Bzi+ C= 0 
zF + A— B+ A + Bzi+ CC = 0 
zF + (A- Bi)+tA+B)F +C=0 
这 里 , 令 有 + 县 =20o 则 有 4 一 所 = 0, 从 而 上 式 


可 表达 为 


+ 


z+ + C= 0 
此 式 为 以 复数 表示 贺 
x 的 一 般 方程 式 , 其 形式 新 
颖 , 读 起 来 也 顺 杞 。 
相反 , 和 を < ェ = ネ ャ + 
-了 后, 则 =x- mi, 据 此 来 


4 

-5i 考慮 一 下 4=3. お =2. 
C=4 的 情况 。 

图 -5 将 z=4+ 开 =3+ 


2i 及 Fo"1=A4-Bi= 
3-2i.C=4 代 入 圆 的 一 般 方程 式 
(zt ys 25)+(3ー2 が (を + yi) + 


[* ] 原 书 误 为 zx。 一 一 译 者 注 
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(3+2D(*- タ O+4= ニ 0 
展开 此 式 ， 
キタ +3 + 3 —- 2 — 2 + 
x — 3+ 2 Zr +4 = 0 
BU ry + + y+4 = 0 
通过 上 式 配 平方 为 完全 平方 三 项 式 后 , 则 得 
(x + Sx 49)+(y +4y+4) =-4+9+4 
(x +37 + (y+2) = 于 
这 表示 图 心 (3, 一 2), 半 径 r=3 的 贺 。 


§5.4 ”内 分 点 


接着 ,让 我 们 来 看 看 线段 zza 按 m:n 比例 的 内 
分 点 。 


表示 此 内 分 点 的 奥数 为 z= 生计 。 


m 
具体 地 说 ,zl =1+2i,z,=4+4i, 两 点 间 的 线段 按 
1:2 岭 分 的 点 z 可 示 出 如 下 。 


1 o+ キラ ※ る 
* = 1+2 Y 


Zz ZZ 本 ーーーーーーー 


3 3 
_(4+4) +2(1+27) Ei 
= 3 


4 キキ +2 + 
3 


6 +8i 8. 
= ェ ー3 = 2 二 3 


由 以 上 结果 可 知 , 内 图 5 5 
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分 点 s=2+ す 5 


在 解析 几何 中 ,大 家 都 知道 ,两 点 A(ar, az う , 
B(a ,52) 组 成 的 线段 按 m:n 内 分 的 点 PLx ,7) 为 
mb, + nu _ mb + naz 


x = = 
min ” m+n ° 


复数 内 分 点 虽然 不 能 以 =,7 式 表示 ,但 却 能 把 内 
分 点 位 置 简单 地 归纳 为 := 2+ 县; 这 种 形式 。 


SS3.5 两 厅 站 线 的 炎 划 


这 个 问题 比较 复杂 ,所 以 就 边 看 图 边 来 说 明 。 

如 图 5-7 中 所 示 ,4 个 人 复数 z1 ,zs,23s24 所 表示 的 
两 条 直线 z1z,,z3z4s 与 实 轴 (X 轴 ) 所 构成 的 倾角 分 别 
为 c 和 8。 
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以 ai 为 一 这 ,以 原点 D 为 第 3 点 作 一 平行 四 边 
行 。 如 前 所 述 ,此 平行 四 边 形 的 第 4 顶点 为 有 一。 

思 理 ,wz 为 1 边 , 以 原点 O 为 第 3 顶点 作 一 平行 
四 边 形 , 而 其 第 4 顶点 为 ターza。 

这 样 ,原点 0 与 (z, 一 z) 连 线 , 则 与 实 轴 (XX 轴 ) 的 
倾角 为 a; 而 原点 0 与 点 (zs - zi) 连 线 ,赠与 实 轴 (X 
轴 ) 的 倾角 为 8。 


在 此 , 令 复 数 z= 3 二 反 , = 的 柱 角 amgz = 


2 Sa” 


rg 全 全) 可 改写 为 agz = mg(a - 2) - mg(a ~ 
al 

因此 ,arg(zl 一 z2) =e,amgtza 一 mm)= お 的 英 系 成 
立 。 

当然 ,a、B 分 别 是 平行 四 边 形 的 边 与 实 轴 (XX 轴 》 
的 夹 角 。 

在 此 , 考 令 aa 一 B=8, 则 

B=a- Baglz — る) 一 arg(za ~ z4) 

因此 ,两 线段 (或 两 条 直线 )zizz,mazs 的 夹 角 可 表 
示 为 


ター 22 
9 = oe (如 = 名) 


由 此 结果 可 知 ,两 条 直线 (或 而 线 恨 ) 所 相生 直 的 
条件 区 9= 9= す x 


2 に に を うま に こり た と すま 


两 条 直线 zzz,zsz 互相 得 直 。 
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同 理 , 两 条 线段 垂直 条 件 也 不 变 。 
也 就 是 说 ,即使 两 条 线段 不 相交 ,垂直 条 件 成 立 
时 , 若 将 两 条 线段 相互 下 长 , 则 它们 互相 垂直 。 


Y 


对 解析 几何 而 言 , 两 直线 y=ms+b y= ms+ ど が 
的 垂直 ” 千 为 mm = 一 1。 

而 在 复数 情况 下 ,两 条 直线 , 即 zi -zy,3 一 524, 要 
直 时 , 则 


: 


下 面 ,举例 说 明 酚 
条 直线 互相 垂直 的 鲍 
子 。 

如 图 5-9 所 示 ， 
如 果 


Zz =1+2iz = 3+ 4 


za3 =3+2i,z = +4i 


因为 这 是 一 个 正方 形 , 故 其 对 角 线 互相 委 直 。 
实际 计算 一 下 , 则 

ユー) = (キー 03 42) 
23 一 34】 一 3+23 (1+4 け 


dl 


EE 


= st 了 1ーi = ーー 


= em = の ) = mi ニ ! = ー 二 


= - (了 
=arg(— i) = すす 
从 而 证 明 其 对 角 线 互相 垂直 。 


SS3.6 ”相似 三 角形 


两 个 相似 三 角形 人 ABC 和 从 DEF, 其 A&、B、C、D、E、 
『 六 个 顶点 的 复数 式 之 同 必 有 以 下 关系 成 立 。 


23 一 31 ーー 


ター ター タッ ー タダ 


此 时 
ねー Ei 
za | 
1 うー 
而 且 ,a[ ラニ うー -og( 全 二 全 ? 


在 解析 几何 中 ,全 ABC 全 DEF 的 条 件 为 “而 沾边 
的 比 相同 , 且 其 间 夹 角 相 等 "。 
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4 AG) Dz) 
一 

计 pe 

i 了 

x EC x 

0 1 2 3 4 5 

Yt—i 


图 5- 10 复数 平面 上 的 相似 三 角形 


ィ =5+10 
‘=5+ 
107 『 
6: Zi=1+6i 
2 ~ 
1 23=4+27 27 11+21 
x 0 4 3 T て 
=1+24 

本 

图 于 -~ 1 


那么 ,现在 来 证 明 图 5- 11 中 , 人 zizyz3 の 


公克 的 53 
将 3 二 了 = 殖 二 汪 改写 之 后 ,得 
{53 — a) 一 鸭 ) = (3 
逐一 计算 (1) 式 中 每 个 括 纯 内 的 复数 值 , 则 有 
一 =(4+2i)-(+6) =3-4i 


= (5+ 2) (5+105) =0-8i=—8i 
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+2) (5+10) =6-8i 
= (+2 14+6D =-4i 
据 此 ,(1) 式 左右 两 端 分 别 为 
左 端 =(3 49(-87) = ~ 24i+ 3277 
=-32-24 
(6 - Bi)(— 4i) = — 24i + 328 
=ー 32 一 24* 
也 就 是 说 , 左 端 = 右 端 ,因此 ,等 式 (z -二 ) 
《 玖 一 区》= 《2 一 入) (zs 一 z1) 成 立 。 
が 
也 就 是 说 ,全 z1 zzz 下 公克 zo 
车 不 收 写 为 (1) 式 ,而 将 两 三 角形 顶点 值 原封 不 变 
直接 代入 也 可 以 。 
因为 


右 端 


-2 3-4i 


22 — Zi 一 4 


ち ー タ 24 6-8i 3-4 
z22—2 ーー82 -4i 


所 以 
ター クコ デー デュ 


ター 22ー タ 1 
以 上 介绍 的 是 简单 实例 , 感 兴趣 的 读者 请 参看 有 
关 的 专门 读物 。 
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及 与 1 的 # 次 方 报 
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§6.1 德 ' 莫 依 尔 定理 


的 * 莫 依 尔 定理 是 早期 复数 理论 中 最 有 惠 义 的 关 
键 公式 。 此 式 可 书写 为 
(eos ひ + ising)" = cosn の + isinng 
大 家 请 注意 ,等 号 两 端 n 的 位 置 不 同 。 等 号 左 端 4 的 
地 方 , 等 号 右 庙 则 要 应 地 转换 为 mg。 
此 式 的 考虑 硕 序 ,应 从 绝对 值 为 1 的 2 个 复数 z,， 
を 的 乘积 和 ,za 绝对 值 | zz =1 和 开始。 
首先 ,将 绝对 值 为 1 的 avza 以 其 极 坐 标 形式 表 
示 , 并 计算 zj "za 乘积 如 下 。 
= cos9」+ gsin の 」 ,za = cosg2 + isin9。 ,所 以 
ma・ ろ っ ー (cos の 」+ isind,)}(coad, + gain の ) 
= cos ひ , cos の 。+ isind:cosd, + 
ieos の usin9。 + sind,sin8, 
= coa の icos の 。 — sinOlsind, + 
ilsing, cos の 。+ cos の sim の 。 ) 
所 以 a・zo coe(9 + 9,) + isin(B) + 85) 
进一步 ,以 za =coe9。 + isin9 的 a 薩 上 式 左 敵 , 
以 cos + isin9。 案 上 式 右 
端 , 则 
21° 22" 23 
= leos(6 + の) 
+ isin(B + め うま 
(cos9。 + ising; } 
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=c0s(0, +0, + 0) + isin(9, + 9, + 6 の) 
进一步 ,将 zx = cos9。 + ising, 与 ョ ュ ・ ろ っ ・s。 相乗 
后 ,由 有 
= + キキ 
iain(l + の + 9;} Ceosd, + rsin の 。 ) 
= costO + + + + 
isin{ + 8 + 8. + 8) 
依 业 类推 ,结果 如 下 。 
也 就 是 说 ,请 复数 绝对 值 沸 为 1(1z| =1) , 诸 复 
数 的 幅 衣 argax = 由 ,当天 =1,2,3, ,nm 时 , 则 诸 复 数 
为 ze = cosg + ising (k= 1 2.3。 7) 
现在 来 看 看 这 些 复数 的 连 染 积 -zz ao 
将 mn 个 复数 逐个 用 其 极 坐 标 形式 表示 ,并 计算 这 
些 揽 数 极 坐 标 形 式 的 连 乘 积 ,其 结果 如 下 。 
Zi 2 = (cosd, + ising,)(cosd, + resin の 。 ) 
x (eos + ising:} x … 
x (cosd, + reing, } 
=008C9 + 由 十 的 + 二) 
+isin(0 + の の +9 ナー キト.) 
送 星 , 久 = の = の = ニー= テ の = の 6 大 
(gos9 + isin0)" = cosn の + jninz9p 为 正 整 教 ) 
这 个 重要 的 关系 式 叫 做 德 - 莫 依 尔 定理 。 
也 就 是 说 ,三 角 函 数值 的 蹇 次 n 为 其 角度 的 倍数 
ao 这 也 是 虚数 七 个 奥秘 之 一 。 
下 面 ,顺便 介绍 一 下 德 * 英 依 尔 的 身 记 。 
法 国 数学 家 褐 * 莫 依 尔 (Abraham de Moivre ,1667 ~ 
1754) 出 生 于 法 国 香 滨 纽 ,此 地 以 盛产 短 槟 泡沫 葡萄 酒 
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证 远近 闻名 。 由 于 宗教 方面 的 原因 ,他 2 岁 对 曾 被 驱 
出 法 国 , 而 后 移居 伦敦 ,在 那里 他 曾 宜 人 竹 数学 教师 。 

那 肛 时 期 里 .他 与 物理 学 家 牛顿 和 因 发 现 哈雷 茜 
星 而 闻名 的 天 文学 家 哈雷 (了 , Haley,1656~ 1742) 等 数 
学 巨匠 来 往 密 切 ,并 共同 开展 过 概率 论 研究 。 

当时 他 对 哈雷 所 研究 的 社会 现象 和 生命 现 雏 等 颇 
感 兴趣 。1711 年 他 出 版 了 《 率 运 测定 》 一 书 , 之 后 又 发 
表 了 概率 论 方面 的 很 多 专著 。 

在 他 的 研究 工作 中 ,有 关 概 率 论 标准 曲线 问题 和 
当 今 世界 生命 保 陣 公司 所 使 必 的 生命 表 ( 休 命 表 ) 以 及 
有 关 死 亡 率 的 研究 等 ,为 后 世贸 下 很 多 珍贵 的 文献 资 
料 。 

现在 日 本 广泛 使 用 的 养老 金 分 期 缴纳 等 的 计算 方 
面 莫 依 尔 曾 做 出 过 很 大 贡献 。 

有 名 的 德 ' 莫 依 尔 定理 发 表 时 ,他 已 色 岁 了 。 在 
那个 时 代 , 他 可 算是 一 位 大 器 晚 成 的 数学 家 。 

当时 的 德 ' 莫 依 尔 定理 是 关于 nn 为 自然 数 , 即 n= 
1,2,3,"…,n 时 成 立 。 

下 面 讨论 除 自 然 数 以 外 ,这 个 定理 是 否 成 立 。 

在 z=cos0 + isin6 过 0;p 为 正 整 数 (自然 数 ), 面 
n= 一 p( 仙 的 整数 ) 时 ,情况 又 如 何 呢 ? 


2?= (cos0 + gsin9)7 = TO ny 
1 
= {cospd + isinpg) 
这 里 ,为 使 分 母 实 数 化 ,分 母 、 分子 同 篆 以 
cos{ ~p6)+ isin( - 89), 从 而 


1 
cosp の + isinpd 
151 


cos(— pd) + isin(— pd) 
= (eospd + iminp の )【cos(- pO) + isin(— pe} 
_ _ cos(- の ) + isin(— 9) 
ー eos(p9 — pO) + gsintp9 — pO) 
= cos(— pO) + isin(— pO) 


cos0 + rsinO 
_ eos(— p の ) + isin(— pO) 
ー 1+gx0 


= eet PO) + in p9) 

当 p 为 正 整 数 ,一 p 为 负 整 
数 时 , (cos の + ising )-P = 
cos( 一 J0) + ssin( — 最) 的 英 
系 式 成 立 , 也 就 是 说 , -也 = 
n 时 ,该 定理 也 成 立 , 闻 

(cos9+ ising) = cosnd 
+ isinnd. 

说 明 德 : 莫 依 尔 定理 中 不 
仅仅 是 正 整数 ,n 为 负 整 数 


时 也 成 立 。 
值得 注意 的 是 , 当 n=0 时 ,z? 是 否 等 于 1 呢 ? 
下 面 就 来 看 看 <" = 1 的 情况 。 
n=0 时 ,至 邻 |z| =1 
但 是 
1z1 = 1cosg + ising, =1¥0 


z= (cos の 9 + tsing)? = cos(0・@) + zein(0・ の ) 
= co + isinn = 1+1ix0 
=1 

即 ,n=0 时 ,该 定理 也 成 立 。 
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也 就 是 说 ,为 0. 正 、 负 整数 , 德 : 莫 依 尔 定理 
(eos9 + zain の )" = cosng + isinng 
都 成 立 - 
下 面 举 出 几 个 简单 实例 说 
晓 之 。 


3 1 
例题 已 知 z= 洒 十 可; 
采用 德 - 莫 依 尔 定理 ,计算 デ 」 
3 工时 
并 与 [ 宇 ， 寺 让 之 值 比 较 。 
解 : 


人 


Ee Yi = 16 


i 
ご ょ に 


| z| 


lt 
+ 
to| 一 
< 


也 就 是 说 ,| 


z| =1, 则 z 可 用 极 坐 标 形式 表示 为 z 
-emg+ ising = 家 + すら ・ 困 の = 合 ・ 球 = es + 
isin そ 。 
因此 ,大 = (oo 各 + isin 下) 
据 此 ， 


AN 
四 


= cos(2 x E+ iein(2 x を ] 
= COS 3 + ram 3 

1 
= ラ ィ + 
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也 就 是 说 ,采用 德 * 莫 
依 尔 定理 以 及 zx 二 q+ 如 的 
原本 形式 计算 ,都 束 得 到 六 
值 的 同一 结果 。 

下 面 ,以 n <0 再 举 个 
科 单 便 题 来 验证 德 - 莫 依 和 尔 
定理 成 立 。 


LA = = 
= a = =1e 


据 此 , 令 mem9 + ising = B+ i 
TT 
因为 9= そ 。 
所 以 
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3+9i— EE 


= 一 


也 就 是 说 ,采用 德 - 英 依 尔 定理 各 2=a+ 甩 版 本 
形式 的 计算 ,都 可 得 到 z:" 值 的 同一 


86.2 憩 ` 甘 依 尔 宦 理 的 扩展 


将 德 ' 莫 依 尔 定理 扩展 后 ,下 面 的 关系 起 也 成 立 。 
当 1z| 天 二 , 印 复 数 绝 对 值 不 为 1 的 亚 个 复数 连 乘 
积 
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Si 
= ri (cos8，+ ising ) + な (eos9。+ sin の 。 ) 
・ ra (cos の 。 5!sim の 4。)・… ・r (cos の 。+ ising 》 
な 
+ isin(0 + 6+ + +0.)} 
也 成 立 。 
光大 在 = カニ = カニ ニニ == = 
= =6@ 時 , 列 
tr(cos の + ising)}” = アデ (eosz9 + isinng) 成立 。 
如 前 所 述 , 式 中 壮 值 可 为 0 以 及 所 有 蓝 教 。 


使 用 复数 概 坐 标 形 式 就 可 以 简单 地 求解 各 种 各 样 
的 河 题 。 


下 面 , 做 两 个 简单 计算 题 。 
例题 计算 (1+ i) 之 值 。 
解 : 


《1 + i = fi(eoe 玫 十 isin 皇 ) 『 
= CD) "(vos Br + isin Sn) 
= 2 (cos2r + gsin2 ァ ) 
= 16(1 +0i) = 16 


例题 计算 ( cos 而 + rain 出 ) 之 值 。 
解 ; 


( x ,. x 15 ，，15 
Cos 10 + sin 16 = fos 0 + gSirl 107 

3 isin 了 
= cos 3 T+ En 2 x 
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< z=ccs 和 而 +1sin 再 
x し Lu 上 其 


=0+i-1)=-i, 
那 末 , 如 果 没 有 德 - 英 依 尔 定理 ,上 例 (1+ i)* 的 
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计算 就 得 另 想 诀 穹 。 

为 此 ,需要 应 用 腑 斯 卡 三 角形 展开 二 项 式 。 下 面 
傅 组 展开 (4a + 68)* 式 的 各 项 系数 。 

n=1,2,3,…,n 的 二 项 式 (a + 6)" 展开 式 ,其 系 
数 依 次 可 排列 为 帕斯卡 三 角形 数 表 '" 1 如下。 


(ar By 1 1 

で そそ う 』 1 2 1 

ars 1 3 3 1 

{a+ $y 1 4 6 4 1 
(arbys i 3 10 10 5 1 
ta+ by 1 6 15 20 18 6 1 
ta+by 1 7 21 35 35 21 7 1 


tg+ 8 1 8 28 36 20 56 28 8 1 


因此 ,使 用 帕斯卡 三 角形 计算 (1+ i)" 的 结果 示 
出 如 下 。 
(+ i= 1T+Si+28P + 567 +70i + 56i’ 
+ 328 の 4 B+ 并 
1+8i-28-56i+70+56i-28-8i+li 
= (1-28+70-28+1)+(8-56+56- 8)i 
= 16+0= 16 
像 8 次 方 这 样 的 二 项 式 ,利用 及 斯 卡 三 角形 计算 
起 来 简单 ,但 畴 次 若 大 于 15 就 繁 于 和 多 了 。 
显而易见 ,使 用 牧 - 葛 依 尔 定理 就 方便 多 了 。 
综 上 所 述 ,数学 这 门 学 问 , 窒 度 越 高 ,其 实际 应 懂 
[sj 竹 数 表 吗 散 贸 完 二 角 , 是 我 国 北宋 时 期 数学 家 宣 宪 ( 振 11 贷 纪 ) 


在 他 的 “ 开 方 作法 本 尺 “ 男 { 指 数 为 正 整 数 的 一 项 定 卉 系 获 老 } 中 最 先 
提出 的 , 比 帕斯卡 早 600 和 个。 一 一 泽 者 注 


LI 
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价 伟 就 越 大 。 

因此 , 必 闯 实 实 在 在 地 理解 数学 的 概念 和 理论 , 秆 
国 常 握 莽 础 知识 ,而 完全 驹 死记 硬 消 是 绝对 不 行 的 。 

下 面 上 顺便 介 绍 有 关 帕 斯 让 的 身世 。 

帕斯卡 (Blaise Pascal, 1623 ~ 1662) 是 法 国 数学 家 、 
物理 学 家 、 哲 学 家 和 宗教 思想 家 。 他 身 为 贵族 子弟 ， 
1623 年 6 月 19 日 诞生 于 法 国 中 审 部 的 克 莱 蒙 。 

其 父 是 当地 重 剧 城 判 所 所 长 ,一 位 有 载 养 的 知名 
人 人士。 

帕斯卡 3 岁 财 , 基 母 类 去 世 , 是 蜘 斯 卡 的 父亲 把 他 
和 他 的 两 位 姐妹 一 起 扶养 长 大 的 。 

在 少年 时 代 , 帕 斯 卡 的 几何 学 兴趣 十 分 浓厚 , 除 他 
直 已 收藏 的 书 外 ,经 常 在 家 里 翻 两 父亲 的 书 看 。 可 是 ， 
父亲 认为 “长子 太 小 的 时 候 ,不 宜 赔 读 高 深 难民 的 书 ”。 
为 此 没收 了 少年 帕斯卡 所 有 的 书 。 

实际 上 ,其 父 电 是 位 数学 爱好 者 ,并 有 丰富 的 数学 
知识 ,他 经 常 出 席 梅 尔 森 运 禾 师 家 中 的 数学 研讨 会 。 
当时 的 著名 数学 家 德 萨 格 、 冲 更 斯 \ 海 充 拉 、 卡 比 、 重 波 
等 经 常 在 此 聚会 ,并 且 定 期 在 此 开展 数学 研究 活动 。 

由 于 书 蒜 被 父亲 没收 了 ,少年 帕斯卡 只 好 在 院子 
里 的 石头 上 独自 钻研 所 夯 的 几何 图 形 。 这 样 ,在 12 岁 
( 另 一 说 9 岁 ) 时 ,少年 帕斯卡 突然 告诉 父亲 “三 角形 三 
内 角 之 和 是 一 定 值 ", 并 讲 明 其 理由 。 父 亲 听 后 很 吃 
惊 ,高 兴 得 热泪 便桥 。 

此 后 ,帕斯卡 的 才华 受到 了 父亲 的 认可 ,并 把 所 设 
收 的 欧 凡 里 得 几何 学 等 书 奈 还 给 了 他 ,让 他 自学 。 

尔后 ,父亲 就 带 14 岁 的 策 斯 卡 一 起 出 席 梅 尔 森 适 
家 中 的 数学 家 聚会 ,少年 帕斯卡 有 机 会 率 自 聆听 大 数 
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学 家 德 萨 客 和 总 更 斯 等 人 的 指教 ,使 他 在 几何 学 方面 
的 功力 猛 长 。 
另外 ,在 物理 学 方面 ,他 发 现 了 与 压力 相关 的 著名 
的 帕斯卡 原理 。 众 所 周知 ,有 关 液 体 和 气体 压力 的 巾 
斯 卡 原理 ,现在 已 广泛 用 于 汽车 的 油 制动器 、 火 车 的 空 
气 制 动 装置 以 及 建筑 工程 中 的 燕 气 锤 等 方面 。 
帕斯卡 本 来 体质 很 红 , 加 上 他 又 非常 支 奋 钻研 , 结 
果 损 害 了 他 的 健康 ,19 岁 时 就 趾 染 肪 结核 病 。 
1651 年 ,帕斯卡 28 岁 
时 ,由 于 父亲 去 世 ,妹妹 又 
住 进 保罗 ' 治 娃 址 旨 女 修 
道 院 ,他 闸 一 度 情 绪 抵 沉 。 
但 是 ,使 他 感到 欣 你 的 是 。 
他 结识 了 当地 君主 和 公 届 
等 上 层 人 士 , 而 且 镍 此 往 
帕斯卡 (1623 ~1662) 来 十 分 密切 。 
那 时 ,帕斯卡 受 一 位 
赌博 岳 委 托 ,承担 了 解决 赌博 分 配 金 的 问题 ,从 而 他 潜 
心 研究 概率 论 并 完成 了 概率 数学 的 理论 研究 工作 。 
尔后 ,帕斯卡 领悟 了 世界 余生 短暂 ,并 开始 候 向 宗 
教 。 作 为 宗教 思想 家 ,晚年 他 曾 闭 书 立 说 ,并 出 版 了 
《耶稣 "基督 慨 要 》 等 宋 教 宣 传 方面 的 小 册子 。 他 的 文 
章 风 格 轻 快 优雅 ,语言 表达 直 雇 多 彩 ,这 种 新 型 文章 风 
范 被 引入 到 后 来 的 法 语 中 了 。 
1662 年 8 月 19 日 ,年 仅 39 岁 的 帕斯卡 英 年 早 逝 。 
死 后 ,他 的 妹妹 、 近 订 们 和 保罗 ' 洛 娃 姬 鲁 修道 院 的 肌 
友 们 将 由 斯 卡 的 遗 稿 整理 为 著名 的 《所 想 录 》 一 书 出 
版 。 
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作为 哲学 家 , 御 斯 卡 在 《 活 想 录 》 中 有 这 样 的 名 直 : 
“人 生 如 苇 ”、“ 克 里 殉 佩 拉 的 鼻子 再 侨 一 点 ( 借 此 暗示 
不 那么 贪 权 》, 记 界 历史 将 会 是 号 一 个 祥子 。 


S6.3 丰裕 计算 1 的 立方 根 


现在 我 们 来 看 一 下 ,根据 德 * 莫 依 尔 定理 怎样 计算 
的 立方 相 。 
当然 ,立方 根 就 是 三 次 方 根 。 
首先 , 令 工 的 立方 根 为 z, 井 用 基板 邊 株 形式 表 状 
为 
z= cosg + ising 从 而 2 = (cos8 + isin9 の が = 1 
彼 据 德 * 莫 依 尔 定理 ,上 式 可 改写 为 
cos39 + isin30 = 1 
并 可 记 为 cos30 + isin39 =1+0xi, 因 此 下 列 关系 式 成 
立 , 即 
cos30 = 1.sin30 = 0 


因此 , 令 306 = 2jrr (下 为 整数 ) 后 , 则 9= 坊 Aro 


当 上 =0,12 时 ,Bi =0,6:= 冯 r,0= 生 r, 所 此， 
E=0 时 ,0 =0 
所 以 mm = cos0D+ isin0=1+ix0=1 


k=1 时 ,0,= 包 不 


Fa 二 cos T+isinA= -+ 他 i= 
所 以 Sr + isin + 
4 

ょ =2 時 の ニテ 
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に 
所 区 生生 - 洛 こ di 


L+H34 
2 


= 


-1+v3i 
因此 ,1， 2 


一 1=431 不 值 是 所 求 1 


2 
x 的 立方 根 。 这 三 个 值 也 可 
记 为 1, 二 1 #3i。 


可 是 , 若 有 一 个 虚数 
外 为 1 的 立方 根 , 则 只 一 
个 立方 根 必 为 办。 为 此 ， 
证 明 如 下 。 


首先 , 令 名 = 二 1 ,所 以 


a = (LSE) 123i+38 2 23: 
ー 2 ー 4 ー 4 
2 _ 一 1-v3i 
m= 3 
另外 ,车 令 
w = 二 Tv 
= 2 
则 
_ -1 -vi 
w={ 2 り 
_ 1+2/37+3F 一 2+2V3i 
= 4 = 4 


2 ー1+73: 
故 ou2 = の 
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因此 ,1 的 立方 根 可 表达 为 1,mva2。 


这 样 ,二 上 431， = 上 34 中 的 哪 一 个 为 ,区 下 


下 的 那 一 个 就 是 w?。 

还 有 ,ww 与? 互 为 共 辑 卡 数 。 

中 称 为 原始 立方 根 (primitive cube root) 或 虚数 立 
方 根 Ccube root of imaginary number)。 


总 之 ,1 的 立方 根 是 1, 二 1 过 3: 若 杂 用 希腊 字母 
表示 , 则 1 的 立方 根 为 1,w, wr, 而 且 ,w 可 取 
二 和 = 两 者 之 中 任意 一 个 。 


不 管 乱 人 委 说 ,9 =l,ow:+wm+1=D0 这 种 关系 式 成 
立 。 


$S6.4 雯 样 计算 1 的 n 次 方 概 


首先 , 令 1 的 ni 次 方 根 为 z, 并 可 用 极 坐 标 形 式 表 
示 为 z= cos9+ ising。 
当然 ,z 的 绝对 秆 1z| = 1。 
因此 ,下 列 关 系 式 成 立 。 
加 = (cosd + Esing)" = 1 
根据 德 , 莫 依 尔 定理 ,上 式 可 改写 为 
(coe9 + ising)" = cosnd + isinmp = 1 
男 外 ,因为 1=1+0xi, 所 以 cosn9 =1,sinn9 =0。 


因此 , 令 9=2Jxr( 上 为 整数 ), 由 此 可 得 8=28r。 


这 里 ,对 应 于 所 =0,1,2.3-… 的 8 车 取 为 ,0,， 
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2 4 
则 9 =0, = 元 = 


因此 ， 
z= cos0 + isin0 = 1 


2 .- 2 
2= v0 — + isin—zx 
n な 


4 .. 4 
2 ュー CO TT + isin— x 
内 内 


当 m 为 整数 ,n 为 偶数 (n=2m) 时 , 则 1 的 次 
方 根除 1 之 外 尚 有 一 1 和 共 轰 复数 w,w ,而且 全 部 共 
有 人 惕 数 个 。 

车 n 为 奇数 (n=2m 一 让 时 , 则 1 的 n 次 方 根除 1 
外 互 为 共 应 壮 数 ,全 部 共有 至 数 个 。 

将 这 些 次 方 根 以 图 示 之 , 则 有 图 6-8 这 样 的 图 
示 结 果 。 


セー2 me YY 


例题 求 1 约 4 次 方 根 。 
解 令 1 沟 4 次 方 根 为 z, 用 极 坐 标 形 式 表示 后 ， 


则 
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z = cos の + Esing 
据 此 ,只 = (eos0 + imin の 7 = 1 并 根据 德 - 莫 依 尔 
定理 , 则 cos49 + isin46 = 1。 
另外 , 令 1=1+OxP 
则 cos40 = 1,sindg = 0。 
因此 ,49=2ibr(k 为 整数 ) 这 种 关系 成 立 ， 


所 以 = Fe 


这 里 是 求 1 的 4 次 方 根 , 所 以 令 天 =0,1;2,3, 人 (这 
样 反 揽 调换 下 =4,5.6,7: 上 =8,9,10,.11), 则 6 =0， 


= 村 ,= = で Ta 


因此 ， 
を =0 装 , =0. 故 z = co 0+isin0=1l+ix0=] 


k=1 时 ,8, = 人 上 a = cs 下 二 isn 到 


=Orixl=i 
下 二 2 时 ,的 = Xs 战 & = co8x +iainr =~l+ix0=-1 
请 =3 时 ,6 = 宇 x, 放 及 = oo 这 x+ gain 
=0+ix(-D)=-i 
所 以 ,1 的 4 次 方 根 共 有 4 个 ,分 别 为 1,i, 一 1, 一 i 如 
转 6-9 疡 示 。 
例题 求 1 的 5 次 方 根 。 
解 : 令 1 的 5 次 方 根 为 z, 用 极 坐 标 形式 表示 后 ， 
则 
< = cos9 + rising 
气 此 ,zx = (eos9 + isin8)*=1 并 根据 德 * 英 依 尔 定 
理 , 別 
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cos5 す + fsin59 = 1 
英 外 . 今 1=l+Oxj。 所 以 cos59 =1,sin59 = 0, 因 


此 59=2hr(h 为 整数 ), 从 而 9= 办 x。 


这 里 是 求 1 的 5 次 方 根 , 所 以 令 上 =0,1,2,3,4( 这 
样 反 复 调 换 =5,6,7,8,9; 上 = 10,11,12,13,14…), 则 


Di =0,0; = 各 x,6， 一 等 #,04= 导 x,0; 一 村 x。 当 


下 = 0 时 ,9 = 0, 故 2 = cos0 + isin0 
i+ix0=1 


1 時,9。 = 二 =, 放 2 = oo 二 = 十 isin 名 


| 


ルー2 時 5 = 号 r, 故 = coe x + isin を x 


3 时 ,8 = と 。 族 zs = oo 有 十 iam Bx 


和 
用 


ょ =4 時 .9。 = 号 x, 故 タニ co 号 十 isin Sx 
以上 所 所 z,,z2123,24,zs 均 为 1 的 5 次 方 根 。 
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但 是 ,如 果 将 总 r =72° 代 入 ,改写 为 a+ 二 形 式 
后 ,计算 起 来 可 就 麻烦 多 了 。 
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e"=-1 是 e,x,i“ 三 角 恋 ”关系 罗 


e 和 虚数 的 关系 一 一 


87.1 百 時 四球 了 アー の 


所 有 范 数 都 可 表示 为 直线 或 曲线。 现在 将 着 重 介 
绍 与 对 数 相关 的 指数 函数 。 

这 星 使 用 入 卡 儿 直 角 坐 标 平 面 。 通 常 ,Y= 叫 
做 以 a 为 底 的 指数 函数 (exponential function), 耐 x 称 
为 指数 (exponent, index) 。 

可 是 ,所 证 的 指数 又 是 什么 数 呢 ?” 现 简单 说 明 如 
下 。 

像 2x2x2= ダ 以 久 3 と ョ = 可 =3-*, 数 字 右上 广 


小 写 的 3 及 -2 通常 称 为 指数 。 

指数 可 以 是 正 整数 、 负 整数 .0 小数 、 分 数 , 当 然 无 
理 数 也 有 是 指数 的 。 

在 y= 中, 若 a=1, 则 er=17=1, 所 以 ,azz1， 
而 且 a>0。 

者 y= 中 的 a=2, 取 x 为 …, 一 3, 一 2, 一 1,0， 
1,2,3… 则 可 由 表 7 了 -1 中 获得 相应 的 y 值 。 


表 7-1 
内 … | -3[ -2| - ョ | 0 1 2 3 で 
| | まま | 中 中 
着 7= 二 中 ,到 a= 二 . 则 y=[( 去 ) = 去 的 相应 
值 可 由 表 了 -2 给 出 。 


由 图 7-1 可 见 ,了 =2- 和 y= 赤 两 条 指数 曲线 均 
对 称 雏 转 (Y 轴 )。 一 般 来 讲 ,y = a'(a 关 1,0>0) 曲 线 
有 如 下 性 质 。 

1) 由 a 关 l,a>0 可 知 ,y = oo" 曲线 位 于 x 轴 上 
方 』 

(2) a>1 时 ,是 向 碍 增 大 的 井 线 ; 

(3) 0<w<1 时 ,是 向 右 减 小 的 曲线 ; 


(4) a 值 在 a 关 1,a >0 范围 变 化 ,曲线 一 定 通 过 
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定点 (0,1), 因 为 中 =1。 在 此 ,着 重 说 明 a"。 


众所周知 ,a? x ar=araxaoaa=a =a’ 


因此 ,a? =1, 即 a" 永远 等 于 1。 
总 而 言 之 , 除 零 (0) 以 外 ,任何 数 的 0 次 方 都 等 于 
1。 值 得 注意 的 是 , 冒 然 认为 o" = 日 的 人 ,也 大 有 人 在 。 
下 面 ,再 说 说 指数 定律 。 


当 g、》 为 实数 时 , 若 m,n 是 正 整 数 ,出 以 下 关系 
式 均 成 立 。 
a x a = a" 
a tas a" 
(er = a™ 
(axb) = の が 
此 外 ,还 有 上 面 提 到 的 o = 1。 
也 就 是 说 ,底数 相同 的 睁 的 乘法 或 除法 ,是 其 里 数 
相 加 或 相 减 ,而 模 次 的 其 是 其 指数 相 乘 。 


还 有 , 若 择 数 为 抽 整 数 , 即 p>0 是 qa"= 記 。 


还 有 ,p19 为 正 整数 时 ,az = ar = (Fa)'。 


这 里 ,a 是 其 本 身 自爱 p 次 后 为 a 的 数 , 即 a 的 p 
次 方 根 。 
可 是 ,前 面 曾经 见 到 过 这 种 eo” 器 数 。 这 里 指数 为 
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嘎 数 的 指数 函数 。 以 前 匠 见 的 指数 均 为 实数 ,现在 已 
将 指数 范围 扩展 到 虚数 了 。 

e 称 为 自然 对 数 的 底 ,e 不 是 正 的 慕 数 ,而 是 正 的 
无 限 人 小数, 并 且 是 不 循环 的 无 限 小 数 。 


也 就 是 说 ,e 属于 实数 之 列 , 并 上 且 是 实数 中 的 无 理 
数 。 


S7.2 自然 对 数 的 底 是 什么 数 


在 对 数 和 微 积分 中 经 常 出 现 e。 这 里 就 简单 说 说 
e 的 情况 。 

当 x 为 实数 (有 理 数 和 无 理 数 ) 时 ,存在 一 极限 值 

mi + +) = ,Jimt! + es =e 

其 值 大 于 1, 且 小 于 3, 这 是 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler) 以 
其 名 字 的 英文 字 头 命名 的 一 个 实数 极限 。 

也 就 是 说 , e 是 无 限 小 数 , 其 近似 信和 为 
ee 二 2.71828。 

下 面 稍 高 正题 ,简单 地 介绍 使 用 e 后 ,指数 和 对 数 
函数 的 微 积分 运算 都 变 得 非常 方便 。 

为 此 ,简单 说 明和 如 下 。 

微分 情况 下 ,y= 時 史生 = 世 と ュ デ <ipge。 
若 ャ =, 半生 = 革 を = が ・loge=。 

这 样 , 因 log.e =1, 所 以 (e*》=e, 并 且 函 数 e 柚 
分 多 少 次 都 依然 不 变 ,因此 , 它 是 一 种 不 可 思议 绝 汉 
数 。 
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另外 ,对 于 te 対数 画数 西 音 , 


gz = logae 
五 7 dx BY Be 
而 以 e 为 底 的 对 数 函 数 y = logr， 
dy _ 1 1 ニキ 
则 有 ds = dialog = 立 loge = ー 


就 更 简单 ,也 驶 是 说 (logz) = 上。 
还 有 ,指数 函数 y=a* 在 积分 情况 下 有 
es = [ear = glog。e + C(C 为 积分 常数 )。 
而 在 y=e 时 ， 
则 
frds = EE = erloge + で 
= e+ C(C 为 积分 常数 》 
这 样 ,er 积分 多 少 次 其 形态 都 不 变 。 
但 是 ,因为 [erdx = 。 + Ci(Ci 为 积分 常数 ), 所 


[Ce + Ci)dx = r+ Cix+ Cz(Cz 为 积分 常数 ), 这 
桩 ,每 次 积分 时 , 除 ef 外 ,还 得 积分 常数 项 Ci ,从 而 增 
加 一 项 整数 函数 ( 固 函 歼 ), 这 是 值得 注意 的 。 

这 里 稍 高 正 着 ,让 我 们 来 看 看 怎样 计 算 这 个 e 值 。 

欧 拉 认为 ,函数 可 写作 一 切 无 穷 级 数 。 

从 所 局 知 , 当 x 为 实数 时 ， 


2 
= +1 +27+t3 + tnI+ 


这 里 ,ni 是 nm 的 阶乘 , 即 正 整数 (自然 数 ) 由 工 至 = 接 
版 序 连 乘 的 特 号 。 
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外 
nl = z( ぁ ーーi(mー2)(pー3)・…x3x2x1 
例如 ,5! 表示 ホ Sx4x3x2x1=!20。 
n! 读 作 mm 的 阶乘 ,也 有 人 读 作 =” 阶乘。 
在 上 述 e 展开 式 中 , 车 将 xx=1 代 入 后 , 则 
1 4.1 1 
e=1l+it+2 +3+ ++I+t 
这 里 使 用 符号 >) (和 希 格 马 ) 和 阶 冬 ,上 式 可 简单 
地 写作 为 
° = 台南 -= 而， 十 + 页 Tat + 0 + 
>) 是 希腊 文字 “和 数 ( 相 如 ) 一 词 字 头 的 大 写字 
母 。 名 赎 作 和 希 格 玛 ,表示 拓 值 由 0 至 无 穷 大 。 
那么 ,指数 函数 "(i 为 虚数 单位 ,8 为 实数 ) 又 是 
什么 函数 呢 ? 
e' ?是 指数 为 虚数 ( 纯 诬 数 ) 冯 的 指数 函数 ,是 一 种 
虚数 三 角 函 数 。 
现在 来 看 看 这 种 起 数 三 角 函 数 的 应 用 。 
著 8 为 任意 实数 ,与 此 信 相 关 的 cos9 + ising 划 表 
示 一 个 复数 的 极 坐 标 形 式 。 
取 此 极 坐 标 形式 为 日 函数 ,并 表达 为 A(9)。 因 
此 ,可 以 记 之 为 及 9)= cosg + iaingo 
计时 , 当 8=0 时 ,f(0) =cos0+ jsin0=1+jxO=1。 
进一步 ,使 用 三 角 函 教 的 乘法 公式 表示 后 ， 
(cosg， + isind, )(cosg。+ ising,} 
=coet お 」+ 62) + isin(B, + 892) 
这 是 众所周知 的 。 
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采用 函数 符号 表示 后 , 则 记 为 (1) 式 那样 。 
NR = fA0 + DY) {1) 
司 是 ,指数 函数 es 中 的 ,9 为 实数 ,如 果 日 =0， 
则 er**?=e?=1。 
还 有 ,因为 ed .et = et ro) ,如 果 日 的 函数 ”为 
AO0) = es 时 , 则 fC01) °F(0,)= RG + 8,)o 
因此 ,可 将 es 定义 为 (2) 式 , 乞 
ee = cos + isin8 (8 为 实数 ) (2) 
在 (2) 式 中 , 当 9=0 時 ,(2) 式 等 号 的 
左端 = の = ge の = の =1 
右端 = cos9 + iaing = cos0 + isin0 =1+0=1 
所 以 ,8=0 時 , 等 式 (2) 成 立 。 
因此 ,对 es 而 亩 , 当 卡 为 雇 数 单位 i 时 ,也 同样 与 
天 为 实数 相同 ,都 满足 指数 法 则 
eB 内 et = 81 + 多 
只 是 局 为 实数 或 虚数 单位 i,8 为 实数 (强度 )。 
可 是 ,8 =2mxt"! 时 ,因为 


Di 


es Cog2zr + iain2mx 
=l+ix0=1 
所 以 ec = em 的 =ee(n 为 整数 )。 
这 些 是 正弦 .余弦 周期 性 的 结果 。 

ee Fr iinl 5) = O+ DV = ニー 
即 

-到 . 

et テー ル 


{ * ] 源 文 误 为 = 2nxi。 一 一 译 者 注 
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i -2X 四 
下 一 和え 下 = 
e cos F + isin3 0+ ExX1 = 


ei i 
ev = cosn + isinr =-1+ix0=-1 


=—1 
以 上 所 得 的 结果 の = 一 1, 即 无 穷 小 数 < 自 乘 r 
(无 穷 小 数 )? 次 ,再 进一步 自 乘 宇 次 的 结果 为 ~ 1, 虽然 
有 些 不 可 恩 议 ,但 却 也 有 些 道理 。 
虚数 ( 想 你 中 的 数 ) 之 发 展 变化 ,的 确 令 人 惊奇 。 
虚数 的 七 个 奥秘 实在 是 光彩 夺目 , 令 人 先 吧 不 已 。 
因为 这 = 一 1,e*= 一 1, 认 和 em 之 值 均 为 -1。 这 
一 事实 可 称 之 为 “创新 想像 的 该 大 与 秘 ”。 
这 个 奥秘 不 用 符号 ,用 专业 术语 书写 , 则 记 为 
(无 理 数 )”** = 实数 
谁 能 预想 到 这 种 奇妙 的 关系 呢 ? 
在 の =coe の + ising 中 , 令 和 为 -0 
遇 ce ツ = cos(- 9) + isin(~ 8) 
= cos の ~ ising 


因此 ,下 列 关 系 式 成 立 : 


coa = 去 (ee + ee) 


- ロッ gs 《3) 
sin の = aiCe —e*) 
式 (3) 称 为 网 拉 公 式 。 
硕 便 提 一 下 ,公式 er= ~1 的 指数 顺序 互 换 ,写作 
上 = -1 也 可 以 。 
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em” = cot— Ax) + isint— x ニー ヨコ + ォ Ex0=ー1 


所 以 es” = 一 1 
S7.3 七 桥 问 题 和 一 玖 面 


有 关 欧 拉 的 小 故事 很 多 ,其 中 最 有 名 的 是 “七 桥 问 
题 "。 

瑞士 出 生 的 大 数学 家 网 
拉 { Leonhard Euler, 1707 ~ 
1783) 曾 以 证 明 七 桥 问题 的 
不 可 能 而 闻名 。 

至 今 约 200 年 前 ,东营 
重 士 (现在 的 德国 ) 的 哥 尼 斯 
堡 城 有 了 七 座 桥 , 敬 雷 格 尔 河 
流 过 这 七 座 桥 下 ,并 环绕 有 
个 叫 库 泰 发 夫 的 小 岛 。 哥 尼 欧 拉 (1707 ~ 1783) 

斯 堡 七 座 桥 和 库 泰 发 夫 久 的 
概略 位 置 如 图 7-2 所 示 。 

当时 有 人 提出 :“ 要 求 每 座 桥 只 能 过 一 次 ,尔后 再 
返回 原 处 , 问 能 香 完 全 经 过 这 七 座 桥 史 昌 然 街 头 若 尾 
都 在 议论 ,但 却 无 人 能 回答 此 问题 = 

据说 ,此 问题 的 由 来 是 这 桩 的 :军队 撤退 时 想 用 驳 
村 炸 筑 渡 桥 。 要 求 每 座 桥 只 过 一 次 , 问 能 否 全 部 湾 过 
这 七 座 桥 ,而 炮 车 再 返回 原 处 。 

当时 , 欧 拉 路 过 这 里 并 说 道 :“ 这 是 不 可 能 的 ”, 并 
用 图 7-3 说 明了 其 中 的 道理 。 

图 7-3 是 经 过 A,B,C,D,E,F,G 七 座 桥 的 路线 示 
意图 ,其 中 没有 偶 点 ,但 奇 点 却 有 4 个 之 多 。 这 就 是 欧 
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图 7-2 和 外 上 七 座 桥 位 响 


拉 当 时 所 出 不 可 能 的 理由 。 
6 
ey 

で 有 信 末 衝 集 的 上 

欧 拉 在 “七 杖 疝 题 "的 基 
础 上 ,进一步 发 现 了 有 名 的 
“一 笔画 "原则 。 按照 此 原 
网 ,能够 一 笔画 的 情况 是 " 偶 虑 的 数目 可 任意 ,但 奇数 
点 不 可 多 于 2 个 "。 这 时 ,在 各 点 处 可 经 过 任意 次, 但 
在 每 条 线 上 只 能 走 一 次 。 

图 7- 4 是 玫 个 简单 的 一 笔画 例子 ,其 中 设 有 标明 
文字 的 点 为 偶数 点 ,只 要 从 奇 点 起笔 一 笔画 都 能 完成 。 

现在 人 们 已 经 完全 清关 一 笔 盏 原理 。 在 车 站 的 村 
价 表 和 路 线 国 中 ,那些 友和 续 就 是 根据 这 个 原理 画册 
的 ,看 上 去 一 昌 了 然 。 这 也 是 折 外 学 和 位 相 几何 学 的 
实际 应 用 之 一 。 

欧 拉 南 分 析 一 笔画 起 步 ,进而 创始 了 拓 站 学 ,现在 
拓扑 学 已 成 为 一 门 出 色 的 学 科 。 
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「 ‘ 奋 点 》 | 
《 春 点 ) て 奇 点 ) 


图 7-4 


后 来 ,在 德国 和 俄国 两 所 科学 院 , 欧 拉 都 是 十 分 活 
路 的 院士 。 

除了 数学 、 天 文学 、 物 理学 之 外 , 歌 拉 其 至 还 研究 
过 植物 学 .化 学 ,其 业绩 可 以 说 遍及 自然 科学 的 各 种 领 
城 。 

他 和 同名 数学 界 的 伯 努 利 (Bernoulli) 家 族 一 样 , 都 
出 生 在 瑞士 巴塞 尔 。 

欧 拉 是 瑞士 一 位 轨 师 的 儿子 ,父亲 渴望 他 继承 父 
业 , 并 让 他 在 巴塞 尔 大 学 攻读 神学 ,但 欧 控 颇 受 伯 努 利 
全 家 人 的 喜爱 和 影响 ,他 还 在 这 所 大 学 学 习 数 学 - 

不 久 , 年 仅 26 岁 的 欧 拉 在 俄国 圣彼得堡 科学 院 取 
得 重要 职位 。1735 年 ,他 由 于 劳累 过度 , 右 眼 失明 。 

1740 年 , 葡 拉 受 普 便士 国王 高 幕 险 用 到 德国 工 
作 , 担 任 相 困 科学 院 数学 部 部 长 ,并 在 此 从 事 20 多 年 
科研 工作 。 

尔后 , 受 俄国 女皇 叶 卡 捷 琪 志 招 聘 , 于 1766 年 返 
回 彼 得 堡 料 学院 继续 在 俄国 从 事 科 研 , 从 而 导致 左 眼 
也 失明 。 

尽管 双 目 失明 ,可 他 一 直 没 离开 过 数学 ,至 1783 
年 他 77 岁 过 世 之 前 ,他 一 直 持 继 不 断 地 研究 数学 。 
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政 拉 为 解析 几何 和 微 积 分 的 发 展 竭尽 全 力 , 并 在 
代数 学 .几何 学 .整数 论 等 方面 也 取得 了 海 煌 的 业绩 。 
尤其 在 三 角 函 数 方 面 ,sin9 ,cos0,tan0 的 符 导 是 他 
提出 来 的 ,而 且 他 是 创立 并 在 形式 上 把 微分 学 发 展 为 
变 分 学 的 先驱 者 。 
此 , 欧 拉 被 同时 代 的 人 誉 为 “数学 分 析 的 化 身 "， 
并 因而 流芳 百世 。 


§7.4 复数 的 指数 法 则 


当 指 微 为 复数 z=%+ 时 ,指数 荡 数 ee 则 定义 
如 下 : 

Er= ee" = = elcosy + isiny) 

如 此 定义 ,使 已 不 具有 e 的 :次 肯 乘 的 含义 ， 
因此 与 其 写 e ,还 不 如 记 之 为 expz 更 好 些 。exp 是 英 
文 指 微 (exponent) 一 词 的 缩写 。 

在 ど = デニ ge・ の ニダ (cosy+ gsimy) 式 中 , 若 ヶ 
=0,e = の (oos0+ isgin0) =e(1+0) = ef。 

所 以 ,z 訪 突 数 時 。〆= ど 

下 面 来 看 一 下 , 当 z 为 一 般 复 数 z=x+ i 时 , 指 
数 法 则 是 否 依 然 成 立 。 

如 果 zi = zi + yi,zz = zx2+ 2i, 则 
ea- em = PU 門 e+ 知 1 

= ei(cosy, + iainy7i ) "efeosyz + ipiny,) 
= er et{cosy, + isiny,)(cosys + isinyz) 
= {cos(y + yz) + fin(y」 + 72)} 
{4) 
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如 前 所 述 ， 
= ero ee” 
则 
っ 
いら ・ gori 
= の いち ・ {cos(y1 + 72) + ein( アキ y2)} 
{5) 
(4) 式 和 (5) 式 的 等 式 右 端 相同 ,所 以 oo = 
e 成 立 。 
可 是 ,对 e 而 音 , 却 有 以 下 两 个 性 质 。 
全 ダテ 
= er = の (cosy + isiny) 
上 式 中 .不论 x 为 正 或 负 , 最 终 e >0。 
这 是 因为 x >0, 当然 e >0; 即 使 x 为 负 的 情况 
下 , 即 x<0 时 ,一 x>0, 所 以 
e 一 二 = 吉 > 0 
总 之 ,不 管 x 为 正 或 负 , 最 终 e >0。 
还 有 ,在 上 = cosy + zsiny 中 ,cosy、siny 不 会 同时 
旋 0。 所以, デニ の "デニー の (oosy + isiny} #0 
也 就 是 说 ,e 不 会 为 0。 
② ge 作为 复数 = 的 指数 函数 考虑 时 , 扰 z) = 于 是 
以 2mi 为 周期 的 周期 函数 。 这 是 复数 函数 er 的 另 一 
个 重要 性 质 。 
对 任意 复数 z 而 言 ， 


= @ (cos2zr + isin2rar) 
= elir+ix0) = € 
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也 就 是 说 ,em 二 ex 
这 也 是 虚数 的 七 个 秽 税 之 一 。 
请 注意 这 和 前 面 讲 的 es*?es = eg 一 祥 。 
这 样 ,指数 法 风 
人 人 ee 十 等 


当然 也 成 立 。 
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量 和 复数 的 关系 


向 
一 一 极 符 标 


与 极 坐 标 方程 式 一 一 
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§8.1 平面 从 标的 表示 方法 


首先 ,简单 说 明 众 所 周知 的 解析 儿 何平 面 坐标 。 

解析 几何 的 平面 坐标 有 两 种 ,一 种 是 二 轴 和 7y 轴 
正 交 的 直角 坐标 (orthogonal coordinates) ,也 叫 笛 卡 此 侍 
标 {Canesian coordinates, Descartes' coordinates), 另 一 种 
是 两 个 轴 星 例 角 相交 的 疼 角 坐标 。 

直角 坐标 平时 经 常 可 见 ,中 学 以 上 的 学 生 谁 都 知 
道 ,而 斜 角 华 标 却 十 分 少见 。 

在 直角 坐标 平面 上 ,xOx 与 YOy 两 直线 正 交 于 点 
O 处 ,并 吾 以 D 为 原点 相继 画 出 数 办 x'Ox, 面 与 YOY 
构成 直角 坐标 系 - 这 种 情况 下 的 xy 值 均 为 实数 。 

直线 内 Dx 由 原点 D 往 布 , 即 Ox, 为 正 ; 相 反 , 由 
原点 D 往 左 , 即 Ox' ,为 页 。 

直线 yDy’ 由 原点 0 往 上 为 正 ;相反 ,由 原点 人 〇 往 
下 为 负 。 

此 时 ,由 坐标 平面 任 一 点 P 处 ,引出 两 条 径 线 与 
が 0z 和 yOYy 分 别 交 于 A、B 两 点 ,而 其 在 x Ox,yOyY 
上 的 坐标 分 别 为 <,y, 从 面 确定 了 按 顺 序 编 成 的 (x ,yy)》 
实数 组 。 同 时 ,A 的 坐标 记 为 A(x),B 的 坐标 记 为 
BCy)。 图 中 x=3,y=2, 所 以 可 记 为 A(3),B(2)。 

相反 ,给 出 2 个 实数 构成 的 (x,Y) 组 后 ,x Ox 上 
坐标 为 x 的 一 个 A 点 就 确定 了 ,而 在 yOy 上 坐标 为 了 
的 一 个 记 点 就 确定 了 。 

因此 ,由 妨 .B 两 点 分 别 引出 垂直 x’Ox 和 yOy 的 
两 条 垂 线 在 也 点 相交 。P 点 的 坐标 是 P(x,y)。 

图 8&-1 中 的 4 边 形 BOAP 通常 为 长 方形 , 除 点 
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P(x,y) 之 外 ,其 他 角 
上 的 点 为 原点 (0,0)， 
入 点 (x,0),B 点 (0， 
7)。 

这 样 , 符 标 平面 区 | 
上 的 所 有 点 与 顺序 -1 
排列 的 实数 组 (x,y) 
一 一 对 上 应 。 

此 时 ,坐标 x 称 
为 PP 点 的 x 坐标 ,7 
称 为 了 点 的 y 坐标 。 el 
图 中 了 点 的 x=3,y =2, 因 此 呈 点 表示 为 P(3,2)。 

这 里 ,x 坐标 称 为 横 坐 标 ,y 坐标 称 为 纵 坐 标 。 . 

这 样 规定 之 后 ,两 个 顺序 排列 的 实数 组 C(x,y) 称 
为 下 点 的 平面 坐标 ,并 用 P(*,y) 表 示 。 

进一步 ,规定 直线 xDx 为 x 四 或 烧 轴 ,直线 yOy” 
为 y 轴 或 纵 轴 ,而 x 轴 和 y 轴 统 称 为 坐标 轴 。 

还 有 ,这 两 个 坐标 轴 所 确定 的 平面 时 做 坐标 平面 ， 
两 轴 交 点 为 D, 称 为 原点 。 

以 上 介绍 的 是 正 交 或 直角 坐标 系 , 即 简 卡 多 坐 标 。 


8 8.2 摆 芷 儿 的 戎 奈 


法 国 暂 学 家 和 和 数学 家 第 卡 儿 (René Descartes, 1596 
~1650) 出 生 于 法 国 贵 族 家 庭 。 
他 周游 过 德国 荷兰 .意大利 等 国家 ,并 又 曾 在 各 
地 旅居 先 一 段 时 期 ,从 面 全 他 的 知识 和 见闻 非常 广泛 。 
化 卡 儿 留 下 一 名 拉丁 证 的 著名 芹 理 名 言 :我 恩 放 
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我 在 。 
母亲 生 下 笛 卡 儿 不 到 一 年 就 去 世 了 。 他 10 岁 时 
进入 耶稣 教会 学 校 学 习 ,21 岁 已 是 荷兰 志 络 军 的 商 级 
军官 。 
从 军 3 年 后 , 笛 卡 儿 离开 了 军 界 ,开始 从 事 光 学 研 
帘 , 并 发 现 了 光 的 折射 原理 。 
得 卡 儿 研 究 宇宙 ,并 相信 地 动 学 说 ,但 得 知 伽利略 
被 宗教 法 庭 判 罪 之 后 ,他 的 地 动 学 说 研究 论文 被 筷 不 
能 发 表 。 
汝 此 , 笛 卡 儿 只 发 表 过 光学 .气象 学 和 几何 学 方面 
的 论文 , 那 时 他 已 经 41 岁 了 。 
据说 ,有 时 做 因 病 卧 床 不 起 , 却 因此 注意 到 由 顶 祝 
天 范 板 垂下 的 旷 蛛 丝 , 由 此 而 联想 到 他 的 解析 几何 学 ， 
并 开始 思考 空间 点 位 置 的 表示 方法 ,但 他 不 研究 立体 
解析 几何 学 。 
大 概 和 看 到 玻璃 窗 上 落 着 
一 只 苍蝇 ,使 他 联 赵 到 平面 
解析 几何 中 的 坐标 系 。 但 有 
的 书 中 却说 ,他 看 到 天 花 板 
上 落 有 一 只 苍蝇 ,使 他 联想 
到 坐标 概念 。 完 竟 哪 种 说 法 
正确 至 今 仍 无 从 考证 。 
: 晚年 他 接受 瑞典 支 王 柯 
化 卡 儿 (1596 ~ 1650) 利 斯 带 娜 的 邀请 ,去 了 斯 德 
哥 尔 磨 , 但 他 病 了 大 约 半年 
之 后 ,年 仅 54 岁 就 过 世 了 。 这 对 多 数 的 数学 家 床 说， 
可 谓 英 年 旱 逝 。 
贡 卡 儿 是 欧 测 近代 哲 学 的 主要 开拓 者 之 一 ,因此 
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曾 被 誉 为 “现代 哲学 之 父 "。 在 数学 领域 , 稍 卡 儿 首 先 
提出 采用 代数 方法 研究 几何 学 (名 解析 几何 学 ), 这 在 
科学 史上 是 县 有 划时代 意义 的 创举 。 

下 面 稍 离 正 题 ,简单 介绍 一 人 923 

优 利 略 (1564 ~ 1642) 是 
家 中 的 长 子 , 按 当 时 意大利 
风俗 ,长 子 的 名 和 姓 应 相间 ， 
因此 他 的 全 名 姓 为 估 利 奥 
爺 利 略 。 

关于 伽利略 的 最 闻名 的 
故事 是 他 提倡 地 动 学 说 ,并 還 
为 此 受到 当时 宗教 法庭 制 
裁 , 被 赐 禁 在 山村 里 。 便利 略 (1564- 1642) 

佑 利 略 学 生 时 期 ,他 注 
意 到 比萨 教堂 煤油 灯 的 摇摆 与 脉 博 速度 相关 ,从 而 发 
现 了 举世 图 名 的 钟 捍 等 时 性 ,而 这 一 发 现 就 是 迄今 广 
逐 度 用 的 印 提 原理 。 

佑 利 略 最 初 是 学 医 的 ,后 来 中 途 改 学 数学 和 物理 
学 。 伽 利 略 是 经 典 力学 和 实验 物理 学 的 先驱 者 。 通 过 
有 名 的 比萨 射 塔 落体 实验 ( 即 轻 重 不 同 的 两 个 球 从 间 
一 高 处 同时 落下 , 则 其 落下 速度 相同 ) 建 立 了 落体 定 
律 ,从 而 推翻 了 物体 落下 速度 与 其 重量 成 比例 的 " 权 
威 " 学 说 。 

很 久 以 前 ,甚至 由 日 本 幕府 末年 至 明治 (1800 年 
后 半期 ) 时 期 ,一 般 人 都 认为 地 球 是 图 的 ,但 那 对 人 们 
不 相信 在 我 们 所 居住 的 地 面 正 下 方 还 会 有 地 面 , 甚 至 
认为 即便 有 ,那里 的 人 们 肯定 会 像 蝙蝠 似 地 头 朝 下 生 
活着 。 他 们 相信 所 谓 的 天 动 说 ,并 且 认 为 物体 越 重 其 
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自由 蜂 落 挫 束 療 越 快 。 

现在 言 归 正 传 ,让 我 们 接着 讨论 非 正 交 ( 射 交 ) 符 
标 系 。 

斜 交 坐标 (oblique coordinate) 的 两 个 坐标 轴 (xz 辖 
和 yy 十 ) 倾 锋 相 交 , 由 其 交点 O 引出 两 条 数 轴 Oz 和 
JOY ,其 交角 xOY 为 8, 风 x'Ox 和 yOy 分 别称 为 x 
四 和 yY 轴 。 

当然 ,xsOx 和 yOy 的 交点 0 为 原点 。 

在 x 轴 土 , 取 术 举 标 为 x 的 AA 点 ,在 y 轴 上 职 纵 
坐 球 为 了 的 B 点 。 

过 及 点 引 一 条 平行 y 轴 的 平行 绚 , 过 BB 点 引 一 条 
平行 x 轴 的 平行 绕 ,两 者 相交 于 了 点 。 颜 序 排列 的 实 
数组 (x,y) 与 PP 点 一 一 对 应 。 

这 样 , 誉 标 平 面 上 的 所 有 Ps 点 均 与 显 序 排列 的 两 
个 实数 组 (x ,Yi) 一 一 对 应 。 

这 种 坐 灶 系 是 任 交 或 终 角 坐 轩 系 。 

此 时 ,B、O AP 四 个 点 就 是 一 般 畦 行 四 溉 形 的 4 
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个 顶点 。 

在 图 8-2 中 ,P 点 的 坐标 为 (2,3) ,这 与 直入 坐标 
中 所 表示 的 P(2,3) 相 间 。 

内 射 交合 两 个 轴 赤 摔 = 于 时 ,当然 就 与 直角 从 
标 一 样 了 。 

所 以 ,在 找 交 坐标 中 包含 直角 坐标 。 也 就 是 说 , 笠 
变 坐 标的 特殊 情况 (外 9= 翅 ) 为 直角 坐标 。 

日 常生 活 中 常见 的 直角 坐标 实例 其 多 , 国 棋 的 棋 
益 就 是 其 中 之 一 ,如 图 8-3 所 示 。 


2 3 和 7 了 89ti0lttztl3l415161718 19 


FH 


| 


上 


tH 十 半 关 目光 由 个 
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国 棋 盘 以 (1,- 1) 为 原点 ,并且 是 第 4 象 展 的 坐标 
平面 。 

国际 象 模 的 拱 盘 却 与 此 稍 有 不 同 ,这 里 表示 模子 
信 置 的 不 是 2 条 垂直 线 的 交点 ,两 是 横竖 线 之 癌 的 网 
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格 。 


再 者 ,下 本 京都 市 内 的 街道 多 为 直角 正 交 道路 。 
因此 ,那里 的 街道 布局 呈现 为 棋盘 将 子 状 。 


§8.3 极 尝 标 表 示 方 法 


这 里 ,进一步 讲 讲 称 微 改变 了 的 极 坐 标 。 
Pr の 如 图 8-4 所 示 , 引 出 正 向 
r 半 直 线 DOx ,截取 长 度 为 > 的 线 
人 段 ,并 出 Ox 起 计时 针 稻 转 
”x0QP。 这样, 由 人 xOP 及 OF 所 
4 表示 的 坐标 称 为 平面 上 P 点 位 
置 的 极 坐 标 。 
图 8-4 中 ,因为 人 xOP=0,60P=7r, 所 以 P 点 的 位 
旱 可 表示 为 PCr,8)。 
这 样 ,利用 +r 和 6 所 表示 的 点 是 极 坐 标点 的 位 置 。 


因此 ,着 8= 一 xOP= 30( - そ ) ， r=OP=5 叶 ,P 


点 的 位 边 则 记 为 P(5,30") 或 了 (5, 香 ) 。 


这 里 ,r 为 正 或 0, 见 ， 
テテ 0 の 的 变化 范围 在 正 贫 
无 穷 大 之 间 , 即 - o < 日 < 
+ 0% 。 

采用 这 种 表示 方法 时 ， 
O 称 訪 概 (pole, polar singu- 
larity), 半 直线 Ox 称 为 始 线 “| 
(initial line) ,线段 OP 称 为 
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动 径 (zadiua), 始 线 与 动 径 之 癌 的 垃 角 8 称 为 幅 角 。 
此 时 , 极 坐 标 与 直角 党 标 有 如 下 关系 。 
rcos の 9 = x 
rin り ニャ 
tang = 之 
采用 反正 切 梅 号 后 ,8 可 记 为 


8 = ta 十 ,或 8 = aretan 工 

し 4 x 

例如 ,tang = 去 时 , 则 0 = tan-! 寺 或 者 

9 = awa T。 

一 般 铺 况 下 ,车 a 为 数值 的 话 ,tan-!a 则 读 作 a 衝 

度 的 反正 切 。 也 有 读 作 反正 切 a 的 。 

反正 切 为 正切 三 角 函 数 的 反 函 数 。 

三 角 函 数 是 周期 函数 。 反 三 角 函 数 也 是 周期 函数 。 
以 e 数值 为 正切 的 角 可 有 无 数 个 之 多 。 


例如 ,tan-!1 的 角 可 者 年 。 訪 オキ ーー 


oe 


し 


一 部 =，… 无 数 多 个 。 

因此 ,由 三 角 务 数 周期 来 确定 角度 范围 , 则 规定 反 
三 角 函 数值 只 有 一 个 ,此 值 称 为 反 三 角 函 数 的 主 值 。 

正切 函数 , 即 am の 的 周期 为 xr, 所 以 tm ia 的 主 
值 为 -于 <tan le < テ 。 

sin aoos'a 等 在 此 无 关系 ,所 以 不 再 把 它们 的 
主 值 标 出 。 

使 用 极 坐 标 表 示 贺 、 补 加、 执 物 线 、 家 曲线 等 团 锥 
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曲线 (conie section，conics) 以 及 各 式 各 样 的 曲线 就 简单 
多 了 。 
首先 ,举例 示 出 简单 直线 如 下 。 
如 图 8-6 所 示 , 直线 
g 的 方程 式 是 直线 上 动 点 
P(r,9) 的 轨迹 ,而 由 极点 
0 向 直线 g 所 作 垂 线 的 重 
9 * 足 为 HCh,a), 从 而 
到 8-6 rcos( の 9ーo) = hf 
这 是 直线 g 的 极 坐 标 
方程 式 。 式 中 ,r,9 为 变数 ,a ,三 为 常数 。 
下 面具 体 伍 个 练习 题 看 看 。 
例题 求 图 8-7 中 ,、 
直线 g 的 极 举 标 方 程 。 
解 : 令 直线 g 上 的 动 点 
为 P(r,9), 因 OH = ヅ 2。 


为 所 求 。 
现在 , 试 将 此 极 上 坐标 式 改写 为 直角 坐标 式 。 
因 直 角 坐 标 与 极 举 标 之 奖 有 如 下 关系 ， 
x = reoad, 了 = rsing (1) 
首先 ,在 直线 的 极 坐 标 方程 式 中 使 用 两 角 差 的 余 
弦 公 式 
cos(a - 有 ) = cosacosh + sinasing 


晨 开 直线 的 极 坐 标 方程 式 左 端 后 ,由 
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| cosdcos 也 + sin の sin 手 ) =Y2 
(方 ee | = ェ Y2 
ァ (coe9 + sin9) = 2 
reosg + rsing = 2 
将 (1) 式 之 值 代入 上 式 后 , 则 
x+y=2, 即 y = 一 X+2 
这 是 辑 率 为 - 1,7 轴 截 距 为 2 的 一 条 直线 。 


S8.4 国 的 板 合 禄 方 牌 式 


下 面 ,我们 来 看 看 圆 的 极 坐 标 方程 式 。 

以 极点 D 为 圆心 , 定 长 p 为 半径 的 回 的 极 坐 标 方 
程式 为 r=p 即 为 所 求 。 

这 实在 是 一 个 简明 扼要 
的 公式 。 

当然 ,p 为 半径 ,所 以 
户 >0, 为 正 值 。 

如 果 p=0, 则 是 一 个 
点 ,而 且 还 是 个 趾 回 点 (imag- 
inary circular point) 。 

如 果 p<0, 则 是 一 个 虚 茹 (imaginary circle) ,所 以 ， 
在 表示 实 轴 的 时 候 , 最 好 族 局 些 , 记 作 +=1p|。 

那 末 ,圆心 不 是 极点 D 的 情况 又 该 如 何 呢 ? 

这 时 ,圆心 (c,e), 半 径 PC(P>0) 贺 的 极 仅 标 方程 
可 表示 为 

rr-2dcrcos(d -a)+e -p=-0 {x*1) 
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但 是 , 畔 周 上 动 点 下 的 坐标 为 PCr,9), 如 困る 9 
所 示 。 

我 们 知道 , 园 心 C(a.8) ,半径 刁 园 的 直角 坐标 方 
程式 为 

(sa +ty- 6 = が (#2) 

如 果 上 比较 (*2) 与 (* 1) 式 , 板 坐 枚 式 (* 1) 就 显得 
很 天 珊 。 这 不 像 加 心 为 极点 D 那样 ,可 以 简单 地 表示 
为 r= po 

为 了 将 极 上 坐标 式 r= P 改写 为 直角 坐标 式 , 应 怎 
祥 做 呢 ? 下 面 让 我 们 来 试 试看 。 

由 直角 些 栎 和 和 极 坐 徒 的 关系 (x = roosg， 
7 了 = raing) 可 知 ,圆心 为 原点 (D) ,半径 7=p 较 的 直角 
坐标 方程 式 可 推导 如 下 。 


因 «= ro088,y= raing 
故 4 = on の タニ ァ aim の 
所 以 デ ォ タニ アデ Keow9+asim 0) 


也 就 是 说 デ ォ ア ェ アデ 


可 是 ,r=p, 因 此 有 
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和 + 六 = 天, 即 为 所 求 。 

现在 ,让 我 们 进一步 来 > 
看 看 加 心 (ca), 半 径 为 p 
圆 的 极 坐 标 方程 ( x 1) 下 一 
2eroos (0 -a)+e-p 
=0。 

在 图 8-11 中 ,如 果 将 
极 稚 标 改 写 为 直角 坐标 ， 
Clc,a) 则 为 C(ta,5),P(r， 
9) 则 为 P(rcosg ,rsin9)。 困 8- は 

因此 ,P,C 两 点 各 的 距 
离 PG=p 


2 の 


PC = p= vV (reosd— a) + (rsing - 5b) 
所 以 (reos8 - a) + (rsing - bY =p 
将 rcoag =x,rsin8 =y 代入 上 式 后 , 则 
(za + ly bY = の 
此 式 为 丫 心 (az) ,半径 王国 的 直角 坐标 方程 式 。 
ey 下 面 让 我 们 简单 说 明 
い 轿 心 (c,a), 半 径 p 圆 的 极 
?人 举 标 方程 式 (* 1) 是 怎样 
推导 出 来 的 。 
如 图 -13 中 所 示 , 三 
” 角 函 数 的 余弦 定理 a? = 
图 8-12 4 十 Cc? 一 2bccoshA 也 疾 用 于 
图 8- 14 中 的 个 POC。 
在 图 8-14 的 人 POC 中 ,采用 三 角 函 数 的 余弦 定 


理 
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图 8-~14 


PC = OP + OC - 20P・OCecos(9 - a) 
据 此 ， 
デ + ォ の ー2crooe( の co) = pp 
所 以 
どー-2ercoe( の 9-g)+ の ーp =0 (*1) 
直 此 可 见 , 证 明 (*1) 式 成 立 的 关键 是 所 学 定理 和 
公式 的 恰当 应 用 。 


§8:5 扫 物 线 、 双 曲线 、 梢 加 的 
トー キー チン ン と キー コ 


资 先 , 讨 论 抛物 线 极 坐标 方程 式 。 

如 图 8-15 所 示 , 理 定点 F(P,0) 和 定 直线 x = 一 
等 距离 的 动 点 P(r,8) 的 移动 轨迹 , 称 为 担 物 线 。 

定点 FCp,0) 叫 做 焦点 ,不 通过 焦点 的 定 直 找 x*= 
~ p 叫 做 准 线 。 

取信 点 FC(p,0) 为 极点 ,在 x 轴 正 方向 取 x>p 的 
部 分 为 始 线 。 
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这 样 ,极点 F(p,0) 处 
生 直 于 始 线 的 直线 x = 了 
与 抛物 级 相交 于 工 点 , 才 sp 
TL 线 长 度 为 KL>0) , 则 所 
物 线 的 极 坐 标 方程 式 可 表 
示 为 


rk > 
下 面 ,比较 担 物 线 的 
极 扒 标 和 查 角 坐标 方程 
式 。 囲 8 
在 直 篇 坐标 系 中 , 焦 
点 为 欣 p,0) 的 抛物线 方程 式 为 
ア = 4pe (1 
由 图 8-15 可 知 , 
z= Tcos + 也 
y= rsing (2 
而 且 点 荆 的 坐标 为 L(p,1), 将 x =p 代入 (3) 式 。 
则 得 六 =4p ,所 以 ア ェ (2p)7, 政 タニ 2po 
但 是 ,已 知 p>0,y=2p， 
所 以 
i=2p (3) 
将 (2)、(3) 式 代入 (1) 式 , 则 
(rain の)? = 27Creoe9+ ょ すさ ) 
展开 整理 
si の = Zlrcosd + だ 
人 尼 用 三 角 函 数 公 式 anm の =1-ooe* ひ 


(1 ー coe"9) = 2 な reos の + 已 
roo の + 2 か rooe9+ デ だ = アデ 
(reos の + ェ の 2 = 7 
因此 ， 
reos0 + i=+r 

可 是 ,r 守 0,reos06 + I>0 
所 以 zoos9+ 了 ニテ 

据 此 ,r(! 一 coa0)=1， 

数 rad 

也 可 以 不 用 直角 坐标 ,直接 内 抛物 线 定义 来 求 其 
极 坐 村 方程式。 

如 图 8- 16 所 示 , 由 抛 
物 线 上 任 一 点 PCr,6) 向 准 
线 了 及 始 线 (x 输 ) 作 垂 线 ， 
其 交点 分 别 为 H.Q 点 ,而 
当 x 轴 与 准 线 的 交点 为 N 
时 ， 

则 

PF =PH = NQ 
=NF + FQ 
所 以 r=2P+reospg 


固 此 アニ ュー と ーー 
一 os: 

在 极点 FR(P,0) 处 , 季 直 于 始 线 的 直线 与 抛物 线 的 
交点 为 工 ,车 FL= 7, 因 1=FN=2p 


图 8-16 


考 テ ュ ュ ーー レー(7>0) 


coa9 
下 面 , 讨 论 双 曲线 的 极 坐 标 方 程式 。 


拭 疯 个 定点 《焦点 ) 的 距离 差 相 等 的 动 点 移动 轨 
迹 , 定 义 为 双 曲 线 。 


在 图 8-17 中 , 令 焦点 (ae,0) 为 极点 ,x 轴 的 正方 
向 (> ae) 为 始 线 。 


不 曲线 上 任 一 点 P(r,9), 在 极点 下 处 与 始 吉 生 

站 ,也 就 是 说 ,x = ae 线 与 双 则 线 相 交 于 工 点 。 荐 了 
= 区 1>0), 则 妈 曲 线 鬼 概 誉 标 方 程 可 表示 为 
x = Tg (e>1,1>0) 


值得 一 提 的 是 , 式 中 ,e 为 离心 率 , 大 家 绝 不 可 与 
自然 对 数 e 的 座 数 混 满 。 


在 直角 第 标 系 中 , 芭 曲 线 表示 为 号 -全 = 工时 ， 


/Tp 
1。 


最 后 ,讨论 靖国 的 极 誉 标 方 程式 。 


距 两 个 定点 (焦点 ) 距 离 之 和 恒定 的 动 点 (p。B) 移 
动 轨 迹 , 称 为 精 回 。 

sa 如 加 8- 8 所 
[Lae lpg, の 示 , 一 焦点 F(- ae， 
0) 为 极点 ,x 轴 正 方 
向 (> -ae) 为 始 线 。 
椭 轩 上任 一 点 
P(r,6) 在 极点 处 
与 始 线 正 交 ,也 就 是 
图 8_18 说 ,zx= -~ ae 线 与 畏 
圆 的 交点 为 L。 若 

FL= 41>0) 时 , 则 椭 图 方程 式 可 表示 为 


r = Toc (Ocecl,t>0) 


此 式 与 到 由 线 极 坐标 式 相 同 ,但 它们 的 离心 率 值 
并 不 一 样 。 


直角 些 标 系 中 , 袜 贺 方程 式 为 所 + 大 =1, 袖 加 的 


IF Cae,o)! 


部 心率 为 一刀 6, 且 0<e<lo 

在 图 8-18 中 , 因 a>6b>0, 所 以 是 长 丹 略 ( 樟 长 
椭圆)。 

至 此 ,可 将 以 上 所 讲 内 容 归 纳 为 一 个 式 子 : 


7 モ ュ ー ecos5 


当 0<e<1 时 ,为 椭圆 家 坐标 方程 式 ; 
当 e=1 时 ,为 拍 物 线 极 坐标 方程 式 ; 
当 e>1 时 ,为 芭 曲 线 极 坐标 方程 式 。 
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式 中 ,e 为 离心 率 ,! 为 9= 革 时 的 > 值 ,而 21 则 称 为 通 
径 。 

与 自然 对 数 的 底 (e) 不 同 ,离心 率 e 取 自 它 的 英 
文字 头 eccentricity, 至 于 由 何人 首先 启用 这 个 符号 ,至 
今 无 从 查考 。 

以 上 所 讲 的 抛物 线 、 训 曲 绕 、 相 图 答 极 坐标 方程 式 
只 是 简单 概 壕 ,但 根据 概 点 和 始 线 的 不 同 变化 ,其 形状 
多 种 多 样 。 有 关 这 些 极 坐 标 方程 式 ,请 看 专门 读物 。 


$8.6 向 舞 


商量 这 个 词 原本 是 数学 用 语 ,但 目前 既 使 在 平时 
谈话 中 也 经 党 会 半 到 。 具 有 方向 和 大 小 的 重 叫 做 疝 
重 。 也 就 是 说 ,向 重 是 有 方向 的 线段 。 

中 AB, 了 之 外 ,表示 向 量 的 方法 还 有 各 ,五 ,Gy 和 
等 。 

两 个 以 上 的 向 量 , 当 它们 的 方向 平行 且 绝 对 值 大 
小 相等 , 则 称 为 相等 的 向 
重 。 换 名 话说 ,向量 OP 平 
行 移动 的 向量 完全 相等 ， 
而 且 可 有 无 数 多 个 相等 向 
量 。 

也 就 是 说 ,图 8-19 中 


的 OP 和 了 两 个 向 是 相 等 ,并 
可 表示 为 OP= 王 。 
大 小 相等 ,方向 相反 ss 


的 向 量 AB 和 BA, 可 表示 为 AB= - BA。 

向 量 的 大 小 ,可 用 其 绝对 值 表示 ,如 | 于 1, | ABi 等 
等 。 

如 果 两 个 向 量 | 节 | =2| 互 |, 且 同 向 平行 , 即 避 凡 
去, 则 表示 为 了 =2 全 ,两 且 了 为 芝 的 2 售 。 

因此 ,向 量 可 以 有 实数 们 向量 。 

相对 于 向 量 而 言 ,只 有 大 小 而 不 具备 方向 的 重 , 则 
称 为 标量 。 

长 度 、 面 积 \ 体 积 \ 重 量 、 时 间 等 全 都 是 标量 。 除 此 
之 外 ,还 应 该 有 其 他 标量 。 

下 面 , 介 绍 册 量 加 法 运算 , 即 向 量 相 加 。 

在 団 8-20 中,0B= さ + る 。 
5 这 是 开始 学 习 力 学 时 所 

郊 到 的 力 的 合成 图 

也 就 是 说 ,五 和 五 面 个 分 
力 的 合力 为 二 + 百 。 
这 里 ,OA 也 可 表示 为 OA 

=08 - AB。 此 时 ,A、B.C.O 
四 点 为 平行 四 边 形 的 4 个 顶点 。 

对 向 量 而 言 , 也 有 与 实数 相同 的 以 下 规律 。 

(1) 交換 律 (comrnnwative law) 

+ T= お + さ 
(2) 结合 律 (assgociative law) 


(すす 5)+ キ で = a+(Bre) 


mlnag) = (mm)a 
(3) 分 配 律 (distributive law) 円 
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(mtin)ja= matna 
m(a+ De mat mb 
这 里 所 使 用 的 m,n 为 实数 。 
大 小 为 1 的 向 量 用 z 表 示 , 并 称 其 为 单位 向 量 。 
使 用 单位 向量 后 ,向 
重 & 则 表示 为 9 = | a|'e。 
向 量 表示 为 AB 时 ,点 A 
称 为 始点 ,点 BB 称 为 终点 。 
可 是 ,为 始点 ,点 (1， 
四 为 终点 的 向 量 示 为 上 
而 点 (0,1) 为 终点 的 向 量 
示 为 ez 时 , 则 B21,es 相棒 
基本 向量 。 
因此 ,|ei| = | 84| =1。 可 是 ,el + C2 天 2, 也 就 
是 说 ,e+e=vy2e。 
在 団 8-21 中 7 グ O0A。! で | = 10A| ,所 以 A 的 各 
标 为 (al ,as ), 而 OA = OA + OA,。 


图 8-21 


因为 ,OA = 1OA1er,04 = 10A 1 る 。。 所 以 ,OA 
可 表示 为 OA = Oh, + Ohs = [OA 12, + [0A, ls。。 

进一步 , 令 |0A,| = a1,10As| = ws 后 , 则 立 可 表 
示 为 

Aa 

因此 , 芒 = OA = (msaz) 的 两 个 实数 组 (al ,as )， 

店 可 用 来 表示 向 量 ヶ 。 
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这 样 , 表 示 疝 量 9A 的 实数 组 (ai ,az), 称 为 向量 成 
分 。 


此 时 ,实数 al ,aa 称 为 向 量 广 = 0A 约 向 量 成 分 ,而 
92 分 别称 为 x 方 商 的 成 分 和 y 方向 的 成 分 。 
综合 归纳 以 上 所 述 , 坐 标 平 面 上 的 所 有 向量 ,以 原 
点 为 始点 平移 后 ,一 一 对 应 于 2 个 实数 构成 的 向 量 成 
分 (ai ,az) 组 。 
因此 ,商量 也 可 表示 为 = (mm), ya=(5， 
如) 等 等 。 
采用 这 种 方法 表示 向 入 之 后 , 当 到 = (ai yaz) ,可 
= (和 yb 时 , 则 向 量 加 法 记 为 
VT Va (C002) + (Chi, ba) 
= (a + bl,02 エキ あけ 
所 以 ,向 量 加 法 与 复数 加 法 的 计算 相同 。 
同 理 ,也 可 用 来 计算 向 量 减法 。 
ちこ の = (a0m) (か 、5) 
-三 {a -ba 62) 
但 是 ,利用 疝 量 
成 分 计算 向 量 乘法 、 
区 除法 时 ,就 不 像 加 
法 减法 的 向 晤 计算 
那么 简单 了 。 有 关 
这 类 乘法 .除法 的 运 
算 , 有 待 高 中 数学 再 
做 介绍 。 
最 后 ,说 说 复数 


与 2 个 实数 (z.y) 组 的 关系 。 

复数 可 表示 为 z=a+ 志 ,但 在 次 斯 平面 上 是 一 个 点 。 

因此 ,z = 《a,b) 是 将 复数 x 表示 为 一 组 实数 a， 
5, 即 车 用 (a,b) 表 示 复 数 , 则 所 表示 的 复数 :点 与 2 
个 实数 (a,b) 组 一 一 对 应 。 

这 里 ,也 以 z= e+ 下 =(e,b) 来 表示 氨 数 。 并 用 
(ae, あう 表示 所 数 z。 


S8.7 向 轨 的 各 数 四 划 远 算 


令 宙 =at+ 扣 ,zy 二 c+ 下 ,首先 来 敌 加 法 计算 。 
因为 和 + 为 = (at Bi)+t {c+ di) 
={(gare)+(h +ad)i 
部 外 , 若 z= (a,8),z2={c,a), 划 
+= (a,b + le,d) 
= (a+c,b+ dy) 
所 以 Care)+(b+rd)i=(tatrec,b+d) 
这 样 ,复数 加 法 运算 成 立 。 
则 理 , 也 可 进行 复数 减法 运算 。 
= (ar bi)- (e+ di) 
=(e-c)+(b- a)i 
另外 ， zt -z= (a,b)— (c,d) 
=(gーe。 あ ー の) 
折 以 (gc)+ ょ (58ーgd) ぁ =(g-c。 ち ーg) 成 立 。 
对 复数 乘法 而 言 , 则 
= (o+ i) (c+ di) 
= (ac ~ bd) + (gg + be)i 


另外 ,zzs= 《a,b)(e,d) 
= (a bi)le + di) 
= (ac — bd) + (ad + be)i 
= (ae 一 bd,ad + be) 

所 以 (tac - bd) + (ad+ be)i= (ac- bd, ad + bc) 

成立 "1。 
最 后 ,是 复数 除法 运算 。 当 五 天 0 时 
n= a,b) (c,d) = を 

_ (a+ bi)(c—- di) 
= (c+ dle — di) 
《ae 地) + (8 ad)i 


の ょ の 


这 样 ,乘法 、 除 法 也 使 屏 (a ,68) 末 代 着 z, 因 此 可 以 表示 
四 则 运算 的 结果 。 

如 图 8-23 所 示 ,z=(a,5) 的 共 镀 复数 z= (2 5) 
=(g ッ 一 5)。 

另外 ,一 z= -(a:p)=(-a，-a) 的 共 印 复数 为 

(-22 = -(a,b) = (a, b&b) =(-a,5) 

这 里 ,计算 2 个 互 为 共 罗 复数 的 =,z 的 和 =+zo 

z+ a= (a,b) + (a,- 5) 
= (2a,0) = 2a +0: = 2a 
其 和 为 实数 2a。 


[ * ] 原 书 漏 排 文字 - 一 一 评 者 注 
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a zl 


z=(-a, DEH - 21 


ーーーーーー za- 


远 一 步 ,计算 =+{ 一 2)。 
z+ (2)= (a,b) + (a, こち) 
= {te,b)+ (a.b) 
= (0,28) = 0 4 26i = 2bi 
其 和 为 纯 虚 数 2 分 。 
接着 ， 
ー タ オキ (ラジ = ェ ー(a,。 の 9+( ニ <。 こ 5) 
= (-a,- 6)+(- a,6) 


={-2a,0) =-20+0i-=-2a 


一 2a 是 实数 。 
最 后 ， 
ェ ー タ = (a,- 8)- (0,b) 
={0-a,-6— 6b) 


= (0, ~ 26) = 0-2tbi =-2b 
这 里 的 ~2 本 为 纯 虚 数 。 
进一步 ,对 实数 m,n 而 言 ,下 式 成 立 。 
me = mtasb) = (ma, mb) 

这 上 与 m(a + 如 ) = moa + mbi 相同 。 

综 上 记述 ,更 归纳 整理 直角 坐标 、 概 坐 榨 、 向 量 以 
及 复数 如 下 。 

在 笛 卡 儿 腻 标 平 面 上 的 任 一 点 P, 与 2 个 实数 组 
构成 的 (* 7) 一 一 对 应 ,并 表示 为 PCz。y)。 

在 家 坐标 中 ,PP 点 与 2 个 实数 组 构成 的 (7,9) 一 一 
对 应 ,并 表示 为 (r,9)。 

向 量 在 坐标 平面 以 原点 0 为 辍 点 可 平移 ,并 且 向 
量 以 其 在 x 轴 成 分 m 及 y 轴 成 分 由 2 个 实数 组 (mw， 
册 ) 与 表示 的 点 一 一 对 应 ,并 可 以 记 为 = (ww )。 

最 后 ,在 高 斯 平面 (复数 平面 ) 上 ,复数 2=a+ 眠 
表示 一 个 点 ,并 与 两 个 实数 组 成 的 {a,b) 一 一 对 应 ,从 
而 也 可 表示 为 z=(p,5)。 

因此 , 平 而 坐标 , 极 坐 标 \ 疝 量 、 复 数 全 能 用 2 个 实 
数 RR, ,Rs 构成 的 (RR , Rs) 组 来 吉 示 。 

这 里 ,及 为 英文 实数 (meal number) 一 词 的 大 写字 头 。 

可 是 ,复数 z= e+ 上 天 作为 2 个 实数 所 构成 的 (a， 
45) 组 ,最 初 定义 将 其 表示 为 z=a+ 贡 = 《a,5b) 的 人 是 
德国 数学 家 高 斯 。 

这 是 在 1831 年 ,至 今 已 有 160 多 年 了 。 

总 而 言 之 , 采 半 实数 (Bi Ra) 组 可 论述 数学 领域 
中 的 所 有 平面 坐标 、 极 坐标 、 向 量 和 复数 。 

因此 ,(Ri,R,) 实 数组 称 为 二 元 数 。 
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相对 于 复数 a+ 后 而 言 , 尚 有 称 为 3 元 数 的 
+ 天 + 可 形 的 数 。 这 些 数 与 空间 点 的 位 置 一 一 对 应 。 

进一步 ,还 考 患 过 4 元 数 .5 元 数 …n 元 数 等 等 ， 
但 它 仿 的 实用 价值 不 大 ,除了 在 特殊 领域 之 外 ,一 般 不 
常用 这 些 数 。 


图 8~24 历代 数 的 分 支 示 意图 


雷 $- 24 的 附 療 


場 号 


年 代 相关 战果 摘要 
1 | 原始 时 代 一 一 对 上 应， 只 有 1 和 很 多 
2 | 公元 前 3000 年 左右 | 玛雅 数字 - 回 
3 | 公 无 前 2000 年 左右 | 印加 帘 国 的 蜡 扣 记 数 
4 | 公元 前 2000 年 左右 人 
5 | 阿 基 采 条 公元 新 257 | iD or 
ー212 年 Al 7 _- 
6 已 比 仑 数字 v we Ye yr 
了 中 国 汉代 数字 一 二 三 四 五 六 
8 希腊 数字 1 tt Nt ll Py Plt 
3 古 埃及 数字 0 生還 町 
10 ER] 
1 印度 的 数学 家 印度 阿拉 伯 数 字 发 砚 
二 次 方程 式 的 解法 及 0 LL 
12 | 1150 年 前 后 讨 什 名 男 提出 的 正 、 负 于 
13 | 全 全 营利 下 (i499 ~ | 1535 年 芍 东 带 利 王 发 现 三 次 方程 式 
1557》 的 解法 
14 We 并 《501 154s 年 卡 东 达 尖 代数 尘 书 的 出 版 
1596 年 区 的 精确 使 已 计算 到 小康 点 
15 1 看 道夫 (1540 - 1610) 后 35 住 
16 | 便利 店 (964-162) | 主张 地 动 学 说 并 受 宗教 办 关 
17 | 笛 卡 几 (1596~ 1650》| 笠 卡 儿 直 角 坐 标 
8 | 费 马 (il60L ~ 1665) 费 马 大 定理 
19 | 申 斯 二 (1623 ~ 1662) | 帕斯卡 的 三 角形 (1654) .概率 论 
20 | 牛顿 (1642~1727) | 1669 年 发 现 微 积分 
人 
1754) 
22 | 殉 拉 (4707 ~ 1783) の 等 的 命名 
23 ] 阿尔 网 (1768 ~ 1822) | 阿尔 网 图解 式 
24 | 高产 (1777 ~1855》 | 南 斯 平面 及 电 太 学 方面 的 研究 
2 近代 数学 .2 进 制 以 及 中 议 、 磁 让 时代 


结 率 语 


作者 半生 時 代 。 承 蒙 思 印 符 部 貞 市 郎 、 三 上 義夫 、 
黑 须 康之 介 \ 矢 野 健 太郎 等 诸位 先生 教导 ,在 数学 史 方 
面 所 受到 的 教 益 一 直 馈 记 在 心 , 并 曾 出 版 过 几 本 慎 。 
由 于 已 经 过 去 了 许多 年 ,为 确信 本 蔬 内 容 正确 无 误 , 作 
者 参看 过 以 下 所 列 参 考 书 。 

为 此 ,对 这 些 参 考 书 作者 及 出 版 社 , 在 此 一 并 致 
谢 。 

对 本 书 内 容 不 够 满足 的 读者 ,推荐 大 家 进一步 赔 
读 更 深入 的 读物 。 

本 书 执笔 过 程 中 , 曾 受到 日 本 数学 数 育 学 会 名 誉 
会 长 .东京 理科 大 学 教授 松 尾 吉 知 先生 的 指导 ,在 电脑 
程序 方面 曾 受到 奈良 女子 大 学 西 两 弘 明 先生 的 着 意 协 
动 。 

为 此 ,再 次 向 以 上 各 位 先生 们 致谢 ! 谢谢 大 家 。 


正 场 ” 芳 数 
1990 年 6 月 于 伊豆 
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条 考 文 隘 


『 茶 の 韻 の 数 学 』 镍 部 中 市 归 一 至 文 社 

[小 素数 」 感 希 康之 介 ン 舌 貴 能 

『 接 索 政 と ペケ トル 』 購 画 抽 造 プ 攻 文 社 

『 代 数 学 と 工 何 学 」 矢野 財 玉 部 半 奉 記 

『 電 気 用 数 学 の 学び 方 」 森 本 和 三 东京 浣 抽 大 学 出 版 局 
『 フ ラン ネス 革 命 と 数 学者 た ち 』 田村 三郎 ン 講 恋 社 

『 方 香 式 に 強く な る 』 田村 三 部 購読 

『BASIC』 刀根 菩 プ 培 遇 館 

『 大 日本 百科 事典 ジャ ポニ = カ ョ ン 小 学 葉 

『 数 学 英和 ・ 和 和英 辞典 」 小 訟 更 作 編 プ 共立 出版 

Y こ と わざ 名 言 事典 』 ン 劉 元 社 
[| 

J こ ども カラ テー 図鑑 (きん すぅ )』 据 答 芳 一 講談 社 
1 学习 检 合 大 五 科 事 典 【〔 挤 数 )4 堀場 芳 一 ン 語 本 社 

『 円 周 素 ゃ の 不思議 」 坊 山 芳 数 一 珍 走 社 


AGITSCS YH 
2010 年 5 月 12 日 15 
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